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- профессиональный преподаватель математики (доцент, кандидат физико-математических

наук) со вторым образованием практического психолога с 25-летним стажем преподавания математики

очень разным специальностям: начиная от студентов и аспирантов математических, технических,

экономических специальностей и заканчивая студентами и аспирантами-психологами, историками, юристами.
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Поезд «Ковель-Киев». Захожу в купе, там лишь один попутчик - приятный мужчина лет 35-40, сосредоточенно изучающий какие-то записи. После приветствия он снова углубляется в чтение своих бумаг, а я сажусь напротив и, как обычно, в поезде начинаю угадывать профессию своего попутчика. Моложавый, ухоженный (главное – туфли начищены!), выражение лица удрученно-недовольное (словно читает «из-под палки»). И тут я замечаю на столике раскрытую книгу по высшей математике! Мое женское любопытство и профессиональный интерес не выдерживают, и я прерываю  чтение своего спутника.

· Извините, может, я смогу Вам помочь?

Он удивленно смотрит на меня, пытаясь «вынырнуть» из своего

сосредоточения, и понять, чего хочет эта странная женщина. Благовоспитанность не позволяет ему проигнорировать мой вопрос, и мы знакомимся. Мой попутчик – Александр Николаевич – исполнительный директор небольшой производственной фирмы, едет в Киев на сессию. Жизнь так обернулась, что ему, гуманитарию по образованию, приходится заниматься  управлением и организацией производства, где без знания экономики очень сложно. Вот и получает он второй диплом. Все бы ничего, но высшая математика ему – гуманитарию «не по зубам», да и нужна ли в таком объеме она среднему бизнесмену?!


Он не заметил, как наступил мне, профессиональному вузовскому преподавателю математики, на «больную мозоль». Так сложилось, что последние годы мне приходится читать математику психологам, экономистам, управленцам, будущим специалистам в области международной информации и краеведения. И каждый год первую лекцию мне приходится убеждать всех «гуманитариев», что они «от рождения математики» (В. Налимов). Один из западных философов удивляется: почему природа устроена так, что ее легко описывать математически? Это не природа устроена так, ей нет никакого дела до математики – так устроены мы! 

· Почему мы? – удивляется Александр Николаевич.

· Потому что мы воспринимаем мир через пространство и число, а

они - объекты математики. Почему – другой вопрос, наверно, это имеет какой-то глубокий смысл… Сейчас очень модно обосновывать свою правоту, цитируя Библию. В Евангелии от Иоанна можно прочитать: «В начале было Слово, и Слово было у Бога, и Слово был Бог». Древнегреческое слово 
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  («логос») имеет более двадцати значений, в частности, первым и наиболее распространенным, является «слово», а также  – «число» и «исчисление». Древнегреческие мыслители вполне могли воспринимать начало Евангелия от Иоанна так: «В начале было Число, Число было у Бога, и Исчисление был Бог». Позже у Августина в толкованиях Евангелия от Иоанна можно прочитать: «Начиная мыслить, ты начинаешь исчислять… вещам присущи формы, поскольку им присуще число; отыми это у них – они превратятся в ничто» (О свободе воли, II). Здесь царствует  латынь: numerus можно перевести как «соразмерность», «гармония», «порядок», «достоинство». Соответственно число надо понимать, прежде всего, как пронизывающий мировую действительность ритм. Самое удивительное, что современная наука (квантовая физика) приходит к согласию с древними мудрецами в истолковании основ физической реальности.


А попробуйте представить себе существа, воспринимающие мир без пространства?! Не хватает фантазии. Но в принципе такая возможность не исключена и более того – очень привлекательна. Так как пространство, время, число – это только метафоры, можно допустить существование других миров, в которых наблюдатели устроены иначе. Мы уже привыкли к термину «многомерность пространства».  «Когда нематематик слышит о четырехмерных вещах, его охватывает священный трепет, нечто сродни религиозному чувству», - говорил А. Эйнштейн. Что ж тогда сказать о пятом, шестом, а то и вообще n-м измерении?! А я и говорить не буду, просто нарисую.
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Нульмерная система измерений – она не имеет измерений:

1) точка – «это то, что не имеет частей» (Евклид)


Если «протащить» точку по бумаге, она оставит «след» –

2) линию - одномерную систему, имеющую одно измерение (на современном языке это называется координатной осью)
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 Линия, в свою очередь, «заметает» на бумаге
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3) плоскость – двухмерную систему, имеющую два измерения (или две координатные оси)


Наконец, если «потянуть» плоскость, получится

4) объем – трехмерная система, имеющая три измерения (или три координатные оси)
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Гипотеза о многомерности пространства предполагает, что количество пространственных измерений больше трех.

· Насколько я понял, для того чтобы получить четырехмерную

 систему, необходимо «потянуть» трехмерный объем куда-то, но куда?

·  К сожалению, наше сознание «монополизировано» тремя

 пространственными измерениями, и для четвертого просто не остается места. Но это еще не может служить доказательством невозможности существования высших измерений. Наше восприятие окружающего мира очень ограничено и определяется возможностями наших органов чувств. А вот в мифах Земли мы встречаем «наблюдателей», устроенных иначе, чем человек (например, ангелы, архангелы, херувимы, серафимы).

· Безусловно, Вы интересный собеседник, но это скорее философия, 

чем математика, а уж к работе моей фирмы это вообще никак не относится!

· Вы и правы, Александр Николаевич, и неправы одновременно.

· Ну, тут уж я совсем Вас не понимаю, как это я могу быть правым и

 неправым одновременно – ведь это противоречит логике! 

· Чтобы пояснить свою мысль, позвольте мне, еще раз вернуться к 

нашему пространственному существованию. Представьте, что Вы – двухмерный человечек – «плоскатик» (это давнишний и распространенный прием, помогающий наглядно показать важность каждого нового измерения). В 1884 году Э. Аббота, автора книги «Флэтленд» – «Плосколяндия», чисто математической по содержанию, но вызвавшей много шума в разных кругах общества, упрекали в женоненавистничестве за то, что в воображаемой Плосколяндии – стране двух измерений – женщины были простейшей из фигур – прямой линией. Мы не будем уточнять какая Вы фигура, но представьте, что сквозь плоскость, на которой вы живете, проросло дерево. Что увидите Вы в своем плоском мире? Множество кругов, которые Вам будут видеться как разрозненные отрезки. Для того, чтобы видеть целое дерево, надо быть трехмерным. Математика в общекультурном смысле – своеобразный «мостик» к многомерности, возможности рассматривать любую проблему в целостности.

 Правы Вы в том, что в таком абстрактном виде математику к проблемам фирмы «за уши» не притянешь, а неправы в том, что для решения конкретных вопросов необходимо видеть проблему в целом.  И здесь «выигрывает» многомерный бизнесмен, а не «плоскатик»!
· И все-таки мне хотелось бы услышать более конкретные примеры,

 как мне может помочь математика в решении проблем фирмы. 

· Ну что ж, давайте попробуем разобраться. Поскольку математика  -

наука точная, начнем с определения фирмы, ее целей, форм организации управления и экономического  поведения.


С точки зрения экономики, фирма – основной экономический объект в рыночной экономике, элемент экономической системы, в котором, собственно, происходит преобразование затрат (входов) в результаты экономической деятельности (выходы), причем стоимость затраченных фирмой ресурсов (факторов производства) возрастает на величину добавленной стоимости.

 Цель фирмы – производство прибыли, что отличает ее от других экономических объектов – домашних хозяйств, правительств, бесприбыльных общественных институтов и т. п. Будучи элементом рынка, фирма участвует в конкуренции, может обладать монопольною властью или монопсонической властью, быть прайс-тейкером, или прайс-мейкером при решении вопросов определения цен на свою продукцию. Различается ряд форм собственности (государственная,  коллективная, частная) и форм организации управления фирмами (предпринимательская, менеджерская и др.), а также форм объединения фирм в корпорации, холдинговые компании, концерны.


Экономическое поведение, мотивация фирм исследуется различными теориями фирмы.


Попробуем перевести это определение на формальный (математический) язык. Но для этого нам понадобится вспомнить школьную программу по математике, а именно, понятие вектора.

Мой собеседник хмыкнул: «У меня понятие вектора связано больше с физикой, чем с математикой – это направленный отрезок».

· Совершенно правильно, с точки зрения физики. Я думаю Вы и

[image: image68.wmf] представляете его эдакой стрелочкой:

А как задать эту «стрелочку» без «картинки», абстрактно?
Я надеюсь, что Вы помните, что в школе вектор задавался с помощью координат. В свое время, когда Р. Декарт, изобрел координатный способ перевода геометрических фигур в аналитические выражения, это был своеобразный «переворот» в математике! 
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Прямая на плоскости

«превратилась» в выражение  Ах + Ву = С;
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окружность –

в выражение х2 + у2 =  r2.

Теперь не обязательно было изображать фигуру (не все обладают художественными способностями!), а достаточно было представить себе ее образ, соответствующий ее аналитической формуле. А уж с формулами-то любой справится! И вот главный сюжет математики. Прогресс механической быстроты операций, вычислений происходит за счет регресса понимания и представления того, что, собственно, делается и происходит…


Хотя тут развивается способность понимания – минуя представление. Ведь разные вещи: представить и понять. 
Представить – поставить перед собой нечто трудовым усилием духа, т.е. сотворить, выступить со-творцом, выродить из себя форму, пусть вторичную, духовную, образ вещи. 
Понять – 

только внять, взять нечто и поместить внутрь себя, минуя посредничество формы и образа, и ничего наружу себя не выводя, не сотворяя. Здесь прямо путь: из глубины Целого – в глубину мою: а они там сами, глубины, разберутся, могут взаимно понять друг друга – внутреннее сердце мое и средоточие, Центр бытия. Так что понимание без представления – это от сердца (центра Целого) к сердцу (индивида). 


Как тут не вспомнить медитацию – древние техники самосовершенствования, которой парадоксальным образом открыто  наше постиндустриальное общество, охваченное  компьютеризацией. Технические науки и особенно их душа – математика – уже сегодня располагают такими моделями, которые иногда могут претендовать на объяснение некоторых явлений духовной жизни. В частности, если исходить из распространенной гипотезы о полевой структуре всего существующего, медитацию (понимание) можно рассматривать, как своеобразную релизерную настройку.

Релизер, как утверждают этологи, это своего рода ключ, «запускающий» поведенческую реакцию высших животных и человека, которые всякое свое инстинктивное действие переживают эмоционально. С точки зрения техники, релизер – это своеобразный осциллятор, а то, что биологи именуют «релизерным эмоционально-возбуждающим и вдохновляющим контактом», можно представить как околорезонансное взаимодействие двух биологических осцилляторов, своего рода радиостанции и приемника. Осциллятор в механике – это простейшая колебательная система, исходный кирпичик колебательного движения. Если существование любого объекта живой и неживой природы определяется существованием некоторого информационного поля, то понятна  роль волновых колебательных процессов. У природы нет более целесообразного и экономного способа запоминания, хранения и передачи информации, чем периодические колебательные процессы, среди которых наиболее совершенное, идеальное – синусоидальное гармоническое движение. Главное его свойство – резонанс – яркое доказательство мудрости природы, которая на пути к гармонии, сотворив периодическое движение, нашла единственный способ, как при ничтожно малых затратах получить максимальный результат.


…Действительно, как часто можно почувствовать и душу камня, и особую, кажется только вам понятную, прелесть произведения искусства или конкретного человека. Хотя на других тот же камень, или произведение искусства, или данный человек могут и не произвести такого впечатления. Все зависит от осцилляционного взаимодействия, от того, насколько осцилляционно близки объект и субъект, от их «настройки».  Но, кажется, я увлеклась и ушла в сторону от сути.

· А по-моему, как раз наоборот – у нас  с Вами происходит

 релизерная настройка, пожалуй, к концу пути я «пойму» или Вас, или математику!


- Лучше математику! Вернемся к нашим векторам. Координатный метод в геометрии состоит в том, что на плоскости (пространстве) вводится система координат:
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Каждой точке на плоскости (пространстве) ставится в соответствие пара 

(тройка) чисел:
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[image: image73.wmf]Вектор задается двумя точками: 

[image: image74.wmf]
которые, в свою очередь, задаются двумя (тремя) числами – координатами, т.е. с точки зрения аналитической, вектор – это упорядоченный набор двух, трех, вообще, n чисел.

Таким образом, в экономико-математических методах принято под вектором понимать упорядоченный набор из некоторого количества независимых чисел. 
Например, суточный план цеха может быть записан 4-мерным вектором (5, 3, -8, 4), где 5 означает 5 тыс. деталей одного вида, 3 – 3 тыс. деталей другого вида, (-8) – расход металла в тоннах, а последняя компонента, допустим, - экономию 4 тыс. квт-ч электроэнергии. Как видно число компонент (координат) вектора произвольно (в данном случае план цеха может состоять не из четырех, а из любого другого числа показателей); их недопустимо менять местами (упорядоченный набор!). В экономической литературе часто можно встретить вектор «затрат-выпуска» - это вектор, содержащий компоненты двух видов: выпускаемые продукты (обычно эти компоненты положительные) и продукты, затрачиваемые в производстве (отрицательные компоненты). Последние иногда называют также факторами.

Вектор «затрат-выпуска» называется допустимым, если продукты, определяемые его положительными компонентами, могут быть действительно произведены при затрате продуктов, определяемых отрицательными компонентами. Иными словами, если зафиксированный в данном векторе вариант плана производственной единицы реален (обеспечен достаточными ресурсами), то он допустимый. Совокупность допустимых векторов «затрат-выпуска» образует «множество производственных возможностей» (производственное пространство).


Еще один из вариантов планирования производства, с помощью которого просто и сжато записываются зависимости, имеющие место в материальном производстве, - в виде специальных таблиц (матриц). Если, например, на предприятии производятся четыре продукта 1, 2, 3, 4 и для их производства используются материалы 1, 2, 3, то система норм материальных затрат, которая представляет собой основу плана снабжения, может быть представлена в виде таблицы:

	Вид продукции
	1
	2
	3
	4

	Вид материала
	
	
	
	

	1
	а11
	а12
	а13
	а14

	2
	а21
	а22
	а23
	а24

	3
	а31
	а32
	а33
	а34


где аij (i=1, 2, 3; j=1, 2, 3, 4 ) – норма расхода i-того материала на производство j-того продукта. Коротко в математике это записывают так:
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  и называют матрицей размерности m x n.


В экономике широкое применение имеют: матрицы, составленные из данных временных рядов, где аij – значение наблюдаемого экономического 

показателя i в момент времени j; матрицы «затраты-выпуск» (Леонтьева), где аij – затраты i-того вида продукции, необходимые для производства единицы j-того вида продукции; матрицы переходных вероятностей (Маркова),  где аij – вероятность перехода системы, имеющей n возможных состояний, из состояния i в состояние j. Используют матричный анализ главным образом в тех случаях, когда объектом исследования являются балансовые соотношения – при изучении затрат и результатов производства, материальных, денежных, транспортных и других экономических процессов.


В частности, для конкретной фирмы очень удобен матричный финансовый план – модель для расчетов финансового плана, построенная в форме единой таблицы, похожей на матрицу Леонтьева (межотраслевого баланса). Такая модель удобна для вариантных  расчетов с помощью вычислительной техники. Если изменить один из показателей, например, выпуск того или иного вида продукции, то компьютер на основании модели «выдаст» в сбалансированном виде все остальные показатели плана: расход сырья, материалов, полуфабрикатов, заработной платы, загрузку оборудования, себестоимость и т.д. Просмотр вариантов позволит выбрать из них тот, который обеспечит выполнение задач фирмы с наименьшими издержками.


- Заманчиво, но трудновыполнимо – ведь необходимо найти математиков, которые бы построили модель такого плана для конкретного предприятия, - задумчиво произнес Александр Николаевич.

· Трудность тут не только в математиках: если математику четко 

поставить задачу - проблем с ее решением, я думаю,  не будет. Трудность в том, что хорошие математики, как правило, теоретики и с экономикой знакомы по-дилетантски. В свою очередь, экономисты очень слабо знают не только теоретическую математику, но и где и какие математические методы работают в экономике. Именно поэтому будущему специалисту в экономике 

так важно знать основы теоретической математики, а самое главное, «видеть», где они работают в экономических процессах. Не обязательно уметь находить пределы архисложных функций, «брать» производные и интегралы громоздких выражений, но уметь видеть, где в экономических процессах «работают» эти понятия необходимо!

· И все же, как мне может помочь математика получить, например, 

максимальную прибыль? – настойчиво «вернул» меня к «действительности» мой попутчик.

· Давайте разберем самую простую ситуацию: предположим, что

 фирма работает в условиях  совершенной конкуренции.

· Что значит «совершенная» конкуренция?

· Согласно с определением П.Самуэльсона «Совершенным

конкурентом является тот, кто может продать все, что захочет, по существующей рыночной цене, но не в состоянии заметно влиять на нее…». В отличие от совершенного конкурента несовершенный влияет на цену. Эти определения наглядно можно изобразить с помощью графика зависимости
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цены от объема предложения при совершенной и несовершенной конкуренции.

 
Совершенная конкуренция имеет место в случае существования многих независимых продавцов, несовершенная – в случае монополии (один продавец) и олигополии (мало продавцов).


Математически совершенная конкуренция означает, что функция зависимости цены от объема предложения (производства) является постоянной, т.е. P(Q)=P.

В случае несовершенной конкуренции функция зависимости цены от объема предложения является убывающей функцией: чем больше объем производства, тем меньше (ниже) цены (см. график).

Максимальная прибыль фирмы  в случае условий совершенной конкуренции (путь напрямик!)


Например, фирма произвела Q изделий своей продукции. Согласно с определением совершенной конкуренции, доход (R) фирмы, т.е. объем продажи на рынке прямо пропорционален объему производства:

R=PQ,
где P – цена одного изделия (например,  P=12 у.д.е.), т.е.    
R=12Q.


Тогда прибыль фирмы составляет величину:

Profit=PQ-TC(Q),
где TC(Q) – совокупные затраты, зависящие от объема производства Q (например, TC(Q)=0,1Q2+200), т.е.

Profit=12Q – 0,1Q2 – 200.

Используя последнюю формулу и ниже приведенную таблицу, можно посчитать доход и прибыль фирмы при разных объемах производства:


	Объем производства 

   (Q)
	Доход

(при цене

P=12)
	Сово

купные затра

ты(TC)
	При

быль

(при

цене 12)

	0
	0
	200
	-200

	10
	120
	210
	-90

	20
	240
	240
	0

	30
	360
	290
	70

	40
	480
	360
	120

	50
	600
	450
	150

	60
	720
	560
	160

	70
	840
	690
	150

	80
	960
	840
	120

	90
	1080
	1010
	70

	100
	1200
	1200
	0

	110
	1320
	1410
	-90

	120
	1440
	1640
	-200


Приравнивая Profit=12Q – 0,1Q2 – 200=0 и решая относительно Q,

получаем: Q=20 и Q=100. Значит, фирма получит прибыль, если произведет и продаст от 20 до 100 изделий, и понесет убытки, если произведет и продаст менее 20 и более 100 изделий.



Согласно расчетам, наиболее выгодный объем производства при цене на продукцию 12 у.д.е. составляет величину 60. В этом случае достигается прибыль 160 у.д.е.

Предельно возможная прибыль и максимизация дохода фирмы


Анализ фирмы существенно основывается на информации о затратах. В экономике различают:

· постоянные затраты (не зависят от объема производства; состоят из накладных затрат, амортизационных отчислений, обязательств предыдущих лет), обозначаются FC (Fixed Cost);
· переменные затраты (зависят от объема производства, причем в случае отсутствия производства они также отсутствуют), обозначаются VC (Variable Cost);
· совокупные затраты (состоят из суммы постоянных и переменных затрат), обозначаются TC (Total Cost):
TC(Q) = FC + VC(Q).

· средние совокупные затраты  ( совокупные затраты на единицу  

продукции), обозначаются ATC (Average Total Cost) и находятся по формуле:






ATC = TC/Q;

· предельные затраты  (добавочные затраты в случае увеличения 

производства на единицу продукции), обозначаются MC (Marginal
Cost).

Возвращаясь к нашему примеру, продемонстрируем  средние совокупные и предельные затраты с помощью таблицы:

	Объем производства (Q)
	Cредние совокупные затраты

(TC(Q)/Q=(0,1Q2 +

+ 200)/Q)
	Предельные затраты

(MC(Q)=0,2Q)

	0
	-
	0

	10
	21
	2

	20
	12
	4

	30
	9,67
	6

	40
	9
	8

	50
	9
	10

	60
	9,33
	12

	70
	9,86
	14

	80
	10,5
	16

	90
	11,22
	18

	100
	12
	20

	110
	12,82
	22

	120
	13,67
	24


Из таблицы видно, что при объеме продукции Q = 40, средние совокупные затраты составят ATC(60) = 0,1*40 + 200/40 = 9 (у.д.е.), предельные затраты составят МС(40) = 0,2*40 = 8 (у.д.е.). Иными словами, при средних затратах на производство единицы продукции в 9 у.д.е. дополнительные затраты на производство единицы дополнительной продукции составят 8 у.д.е. и не превысят средних затрат.

· В принципе, все понятно, кроме расчета предельных затрат, -

 произнес Александр Николаевич, терпеливо выслушав мои пояснения.

· У Вас прекрасно работает математическое «чутье»! Здесь

действительно затронуто одно из основных понятий высшей математики – «производная функции». Мне снова придется несколько отвлечься от насущной для Вас темы, но, надеюсь, после короткого экскурса в историю математики, Вам легче будет понимать суть не только экономических процессов, но и, вообще, процессов, происходящих в окружающей нас жизни.

Историко-философское отступление
Взаимоотношения и зависимости между переменными величинами – это основное в людском мире смертных, в истории, движении в природе - не в Целом, в Истине, где царствуют константы. И это то, чем, отворачиваясь от Целого, занята наука с ХУІІ века до наших дней. Это то, что нам доступно – как «данные» (нам) «факты» (не нами), т.е. то, на что  и как далеко мы смеем простирать свое знание как  существа конечные и что до сих пор изучаем «точными» методами наук. Хотя и это все опирается на некие нами не доказуемые константы, которые мы принимаем на веру и именуем «постулаты», «аксиомы», «догмы».  


В изображенном выше начертании проступают образы «предопределения» и «свободы воли» (как это соотношение выражалось в христианско-теологической системе знаков). «Божественное», «данные факты» здесь – а , h  и  
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, т.е. основание (а) – тело человека; его высота(h) (предел, докуда звезд с неба ему хватать, т.е. дар, талант); площадь(
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) – жизнь, ее протяжение, судьба (ее нить). А «человеческое» – это всевозможные треугольники, которые можно построить в этих пределах: варианты, свобода воли шебутиться. Свободны, значит, в разные стороны и по-разному дотягиваться, т.е. употребление, которое мы сделаем волей из заданной нам площади жизни и таланта. Выходит, образ свой, лик, личность и образ жизни, ее фигуру, красоту, энергию даль и ширь – мы сами ткем, строим свою индивидуальность: это не предопределено, и разнообразие здесь, наша инициатива и выдумка угодны Целому Центру, как активность партнера по объятию мира. А по избранному и построенному нами волей образу нас самих выстраивается и наш корреспондент – «со-ответник», образ мира вокруг…

· Вы опять увлеклись «математическим философствованием», забыв,

 что я не математик, хотя отличие между константами и переменными я, пожалуй, «уловил»,- с улыбкой прервал меня мой попутчик.

· Извините, Александр Николаевич, Вам стоит более решительно

 «возвращать» меня «на землю грешную», то бишь к сути нашей беседы. 

В 1918 вышла в свет книга О. Шпенглера «Закат Европы», не оставившая равнодушной ни одного из  соприкоснувшихся с ней современников, от сколько-нибудь образованных обывателей до университетских профессоров и от крупных промышленников до вершителей судеб эпохи. Например, Муссолини и Ленина, хотя и с диаметрально противоположными эффектами воздействия, где восторг итальянского вождя уравновешивался гневом советского. Гневом настолько нешуточным, что именно книга статей Бердяева, Букшпана, Степуна и Франка, вышедшая в 1922 году под заглавием «Освальд Шпенглер и Закат Европы», послужила последней каплей в чаше терпения  вождя, распорядившегося выслать за границу строптивую профессуру.  


Я вспомнила эту книгу, поскольку она чрезвычайно созвучна современным тенденциям рассматривать математику, как элемент культуры: «Не существует и не может существовать никакого числа в себе. Есть множество миров чисел, так как есть множество культур…


Таким образом, стиль какой-либо возникающей математики зависит от того, в какой культуре она коренится, какие люди о ней размышляют. Дух может научно развить заложенные в нем возможности, применять их, достичь высочайшей зрелости в обращении с ними; но чего он совершенно не в силах сделать, так это изменить их. В наиболее ранних формах античного орнамента и готической архитектуры осуществлена идея евклидовой геометрии и счисления бесконечно малых, за целые столетия до того, как родился первый ученый математик этих культур».

По Шпенглеру существенное различие между античной и западноевропейской математикой состояло в понимании и трактовке числа. Почему числа? Наверно, потому, что происхождение чисел сродни происхождению мифа. Первобытный человек возводил в божества, numina, не поддающиеся определению впечатления природы («чужое»), заклиная их с помощью разграничивающего их имени. Также и числа суть нечто разграничивающее природные впечатления и тем самым заклинающее их. Именами и числами человеческое понимание приобретает власть над миром.

Для античной математики число есть сущность всех чувственно осязаемых вещей, оно определено здесь как мера, в нем заложено все мирочувствование души, страстно обращенной к теперь и здесь. Измерять в этом смысле – значит измерять нечто близкое и телесное. Воплощенный идеал античного произведения искусства – свободно стоящая статуя обнаженного человека: здесь с помощью поверхностей, меры и чувственных соотношений частей  исчерпывающе дана вся существенность и значимость существования, весь его ритм. Пифагорейское понятие гармонии чисел представляется явно сформулированным для идеала этой пластики. Зрелое античное мышление согласно всему своему мирочувствованию способно было видеть в математике лишь учение о соотношении величин, мер и форм воплощенных тел. Когда пифагорейцы пришли к пониманию, что сущность всех вещей есть число, число было для них как раз оптическим символом, не формой вообще или абстрактным отношением, но межевым знаком ставшего. Вся античность без исключения понимает числа как единицы меры, как величины, отрезки, поверхности. Вся античная математика по самой своей сути есть стереометрия. Евклид, завершивший в ІІІ веке ее систему, говоря о треугольнике, с глубочайшей необходимостью имеет в виду ограниченную поверхность тела, но никогда – систему трех пересекающихся прямых или группу трех точек в трехмерном пространстве. Поэтому античность знает только «естественные» (положительные, целые) числа. Оттого представление об иррациональных числах  (т.е. о бесконечных десятичных дробях) осталось недосягаемым для греческого духа. Об этом свидетельствует странный позднегреческий миф, согласно которому тот, кто впервые нарушил тайну рассмотрения иррационального и предал ее гласности, погиб при кораблекрушении, «поскольку несказанное и безобразное всегда должны пребывать сокрытыми». Из глубин античной душевности принцип иррационального, стало быть, разрушение статуарного ряда целых чисел, представителей совершенного в себе мироустройства, ощущался как кощунство против божественного вообще. Теперь уже понятно, что даже отрицательные числа (без труда укладывающиеся в наше представление!), не говоря уже о нуле как числе (этом мечтательном творении, исполненном удивительной энергии обесчувствления  и оказывающемся для индийской души, которая измыслила его в качестве основания для позиционной системы цифр, прямо-таки ключом к смыслу бытия!) – невозможны в античной математике. Не стоит возражать, исходя из привычек нашего иначе устроенного мышления, что это-де именно «первоначальная ступень» в развитии математики вообще. Античная математика в пределах мира, сотворенного вокруг себя античным человеком, есть нечто совершенное. Только для нас она не такова. 

Вавилонская и индийская математики с давних пор сделали существенными компонентами своих числовых миров то, что античному чувству числа казалось бессмысленным, и многие греческие мыслители знали об этом. Математика как таковая есть иллюзия. Математический и вообще научный способ мышления правилен, убедителен, «логически неизбежен» лишь в том случае, когда он полностью соответствует исконному чувству жизни.

Сравните сегодняшнее представление о числах. Современный человек различает натуральные (N={1, 2, 3, 4,…}), которые используются, в основном, при счете;  целые (Z={…,-3,-2,-1,0,1,2,3,..}), которые используются при измерении температуры, убыточных показателей и т. п.; рациональные (Q - числа, представимые в виде обыкновенных дробей), без них не представляется возможным измерение чего угодно: «Дай мне половину яблока!»,  «Подожди меня четверть часа» и т. д.; действительные (R – числа, представимые в виде произвольных десятичных дробей), без них, например,  невозможно найти площадь круга (S=(r2, ( - ирррациональное число) и это еще не все множества чисел, которыми пользуется современный человек!

По сравнению с античной математикой в практическом поведении западноевропейской обнаруживается нечто нелогичное, что, собственно, стало вполне явным лишь после открытия неевклидовых геометрий. Совпадение математических систем с фактами повседневного опыта поначалу не представляется чем-то само собою понятным. Вопреки предрассудку о непосредственной математической очевидности созерцания, евклидова геометрия, тождественная на первый взгляд с популярной геометрией всех времен, лишь в очень узких границах («на бумаге») приблизительно согласуется с созерцанием. Как обстоит дело в случае больших расстояний, видно из простого факта, что для нашего зрения параллельные линии пересекаются на горизонте. На этом покоится вся живописная перспектива!

Иллюзорность нашего зрения  еще раз подтверждают следующие рисунки:



 Все четыре линии здесь параллельны!             А это равные отрезки!

 Важнейшее деяние Декарта, чья геометрия появилась в 1667 году, состояло в окончательной концепции новой идеи чисел, проявившейся  в освобождении геометрии от оптического манипулирования и вообще от измеренных или измеримых отрезков. Вместо чувственного элемента конкретного отрезка и поверхности – специфического выражения античного чувства предела – выступает абстрактно-пространственный элемент точки, характеризуемый теперь как группа упорядоченных чистых чисел. Начиная с Декарта, «новая геометрия» «оказывается» либо синтетической процедурой, определяющей посредством чисел положение точек в каком-либо – уже не обязательно трехмерном! – пространстве, либо аналитической процедурой, определяющей числа положением точек.

 В то время как античная душа в лице Пифагора пришла к открытию своего апполонического числа как измеримой величины, душа Запада в лице Декарта и его поколения нашла в точно соответствующий момент идею числа, родившуюся из страстной фаустовской тяги к бесконечному. Число как чистая величина, связанная с телесной явленностью отдельной вещи, обретает свое контрастное подобие в числе как чистом отношении. Его символом является решающее, не намеченное ни в какой другой культуре понятие функции. Функция меньше всего представляет собою расширение какого-либо из существующих понятий числа; она есть полное их преодоление. Современный язык знаков в математике фальсифицирует фактическую суть дела, и именно ему следовало бы прежде всего приписать то, что еще и по сей день даже среди математиков господствует мнение, будто числа суть величины, ибо как раз на этой предпосылке и покоится наш способ письменного обозначения. Но не эти служащие выражением функции отдельные знаки есть новое число, а сама функция как единство, как элемент, как переменное и не подлежащее уже заключению в оптические границы отношение. Для него понадобился бы новый язык формул, не подвергшийся в своей структуре влиянию античных воззрений. И вот, наконец, все содержание западного числового мышления сосредоточивается в классической пограничной проблеме фаустовской математики, образующей ключ к тому труднодоступному понятию бесконечного – фаустовски бесконечного,- которое в высшей степени чуждо арабскому и индийскому мирочувствованию. Речь идет о теории предельного значения. Сколь бы осторожно не применяли само собой напрашивающееся понятие бесконечно малого, на нем остается легкий налет античной константности, видимость какой-то величины. Только переход от «бесконечно малой величины» к «нижнему предельному значению всякой возможной конечной величины» приводит к концепции изменяющегося числа, которое движется под любой отличной от нуля конечной величиной, не неся, стало быть, в себе самом ни малейшего признака величины. Предельное значение в этой окончательной формулировке уже вообще не есть нечто такое, к чему можно приближаться. Оно само представляет собою приближение – процесс, операцию. Оно есть не состояние, а поведение.
Освободить геометрию от созерцания, алгебру от понятия величины и соединить обе по ту сторону элементарных рамок конструкции и счета в мощном сооружении теории функций – таков был великий путь западного числового мышления.


Итак, что же такое исчисление бесконечно малых? Это зона перехода Отца в Мать, Алгебры в Арифметику, акт соития Духа с Материей, превращения ничто в нечто. Так что рассуждения над бесконечно малыми = размышлению о жизни и смерти индивида, и недаром одновременно они возникли: исчисление бесконечно малых и философия нового времени. Здесь – дискретность и непрерывность. Непрерывность – свойство природы, материи, тьмы, содержания. Дискретность – свойство мысли, рацио, света, формы, идеи, образа: ясность, расчлененность. Но это значит, что в основе дискретности – грех отпадения от Целого, его раскола на части, которые потом соединять. И апории Зенона эту трудность зафиксировали: как в грехопаденном состоянии мира целей и стремлений мыслить о невинном непрерывном пребывании в вечной жизни Целого? Было Целое – стали цели. Как из целей собрать Целое? – вот смысл задачи: как дискретным описать непрерывное? Как светом выразить тьму? Да и свет сам в себе непрерывен. Как и тьма сама в себе (царство матерей, вещества, природы). Дискретность вошла в мир от их раскола, и от него страдают и свет, и тьма: свет, запутываясь в своих дефинициях, расчленениях, как в соснах, сбивается с пути, отчаивается в разуме, его способности понять истину, взвидеть лес Целого. И матьма, оскорбленная презрением удаляющегося в себя и свои выкладки света, злорадствует своей непрерывностью, неуловимой свету и его расчленениям, настаивает, как антимир и антивещество. 

· Стоп! Все это, наверно, эстетично и художественно, но я так и не

 понял, что такое исчисление бесконечно малых…

· Извините, Александр Николаевич, я опять «увлеклась»…
В современной математике - это называется дифференциальным и интегральным  исчислением, фундаментом которого является понятие предела. Я позволю снова обратиться к наглядности:



- Существует ли предел, к которому стремится последовательность периметров описанных многоугольников? А вписанных ?

· По рисунку очевидно, что их пределом будет длина окружности!

· Но по рисункам также видно, что при таком построении

 многоугольников сторона каждого последующего из них бесконечно уменьшается. Математики в этом случае говорят «стремится к нулю», но в то же время (речь-то идет о многоугольниках!) в нуль не превращается! Таким образом, бесконечно малая величина – это величина, предел которой равен нулю. Для примера: из школьного курса математики Вы знаете, что на нуль делить нельзя! А на бесконечно малую величину можно – она о-о-очень маленькая, но не нуль! Проверим Ваше «математическое» чутье: как с помощью линейки определить длину, например, вот такой кривой?


- Вы сами «подсказали» мне путь – разобью эту кривую на более-менее «прямые» участки, измерю их  и эти отрезки сложу. Например, так:


· Конечно же! Когда требуется определить некоторую величину,

сначала можно оценить ее приближенно, затем рассмотреть еще ряд приближений все более точных ( в нашем случае – «разбивать» кривую на более мелкие участки, звенья ломанной при этом будут «приближаться», все «теснее прижиматься» к кривой – как двое влюбленных, идущих по узенькой тропинке, а длины их будут неограниченно укорачиваться, «стремиться к нулю»), а затем найти искомую величину как предел последовательности ее приближенных, все более уточняющихся оценок. Этот пример показывает, какое важное значение для математики и ее приложений имеет понятие предела.


Определить искомую величину другим из известных способов часто оказывается делом значительно более трудным или попросту невозможным. Например, не известно другого способа определить длину кривой линии, кроме только что изложенного.


Дифференциальное исчисление основывается на операции дифференцирования – дробления непрерывности на бесконечно малые части. Интегральное исчисление основывается на операции интегрирования – суммирования бесконечно малых в непрерывное.

Предельно возможная прибыль и максимизация дохода фирмы (продолжение)
Вернемся к проблемам нашей фирмы. Разберемся, что же такое 

 предельные затраты производства.



Будем рассматривать затраты производства ТС(Q) как функцию количества выпускаемой продукции Q. Пусть (Q – прирост продукции, тогда 

(TC(Q) = TC(Q+(Q) – TC(Q)  - приращение затрат производства и
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 - среднее приращение затрат производства на единицу продукции. 
Чем меньше  выбирается прирост производства (Q (математически это записывается так: (Q(0) для вычисления среднего приращения затрат на единицу продукции, тем точнее идентифицируется его влияние на изменение затрат. Поэтому в случае бесконечно малого приращения ((Q(0!) предельные затраты записывают с помощью производной:

          


MC(Q) = TC((Q) =   
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Предельные затраты производства характеризуют приближенно дополнительные затраты на производство единицы дополнительной продукции.

Предельные затраты зависят от уровня производства (количества выпускаемой продукции) Q и определяются не постоянными производственными затратами, а лишь переменными (на сырье, топливо и т. д.). Аналогичным образом могут быть определены предельная прибыль, предельный доход, предельный продукт, предельная полезность и другие предельные величины.

Предельные величины характеризуют не состояние (как суммарная или средняя величины), а процесс, изменение экономического объекта. Таким образом, производная выступает как скорость изменения некоторого экономического объекта (процесса) по времени или относительно другого исследуемого фактора.

Классической задачей для пояснения смысла понятия производной служит задача о производительности труда.


Пусть функция Q = Q(t) выражает количество произведенной продукции Q за время t и необходимо найти производительность труда в момент времени t0.


Очевидно, за период времени от t0 до t0+(t количество произведенной продукции изменится от значения Q0 = Q(t0) до значения Q0+(Q = Q(t0+(t); тогда средняя производительность труда за этот период времени равна (Q/(t.
Производительность труда в момент времени t0 можно тем точнее определить, чем меньше промежуток времени (t, другими словами (математическим языком!), когда данный промежуток времени «стремится» к нулю ((t(0). Символически это записывают так: 
Q((t0) =  
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и читают «производной функции Q(t) по переменной t называется предел отношения приращения функции (Q к приращению аргумента (t, когда последнее стремится к нулю».


Таким образом, производительность труда в данный момент времени, с математической точки зрения, - это производная от объема продукции по времени.


Вернемся к нашей задаче: функции дохода R(Q), совокупных затрат TC(Q) и прибыли Profit фирмы  имеют соответственно вид:

R(Q)=12Q;
TC(Q)=0,1Q 2-200;
Profit=12Q – 0,1Q2 – 200.


Тогда предельные функции дохода, затрат и прибыли соответственно равны: 
R((Q)=12;
TC((Q)=0,2Q;
(Profit)((Q)=12-0,2Q.


Так как R((40)=12, то доход от продажи 41-го изделия будет 12 у.д.е (в случае совершенной конкуренции он совпадает с фактической ценой изделия, в случае несовершенной конкуренции такого совпадения не будет!); соответственно, затраты составят TC((40)=0,2*40=8, т.е. изготовление 41-го изделия обойдется фирме, примерно, в 8 у.д.е.; приблизительная добавочная прибыль Profit(40)= =12-0,2*40=4 (у.д.е.).

На ниже следующем рис. показана типичная функция прибыли (Profit):



Заметим, что максимальная прибыль получается при Q=Q0 проданных изделий, так как касательная горизонтальна, ее угол с осью Q равен нулю, следовательно, мы имеем Profit((Q0)=0.


В свою очередь, прибыль фирмы мы считали по формуле:




             Profit(Q)=R(Q)-TC(Q),

поэтому                   0=Profit((Q0)=R((Q0)-TC((Q0)
и значит,    
                     R((Q0)=TC((Q0).


Таким образом, прибыль максимальна при Q, для которого:





   R((Q)=TC((Q)




(*)

или, на языке экономики, когда

предельный доход равен предельным затратам.
Предельные затраты дают важную информацию об объеме производства, который обеспечивает максимальную прибыль фирме.


Допустим, что предельные затраты превышают цену на продукцию, т.е.






Р( МС=ТС((Q).


В этом случае уменьшение производства на единицу приведет к уменьшению дохода, но уменьшение затрат будет еще меньше. Значит, прибыль увеличится.

Если наблюдается противоположная ситуация, то с помощью тех же   рассуждений можно показать, что увеличение производства приведет к увеличению прибыли.

И лишь в случае равенства цены и предельных затрат, т.е., если






Р=МС(Q),                                               (**)

у фирмы не будет стимула к изменению объема производства (на малую величину). В этом случае говорят о равновесии фирмы, а уравнение (**) называют уравнением равновесия.

Анализируя информацию о предельных затратах, можно найти объем производства, который максимизирует прибыль на основании уравнения равновесия. В нашем случае при объеме производства Q=60 предельные затраты МС(Q)=12, т.е. равны цене продукции Р=12.

	Объем производства (Q)
	Cредние

совокупные затраты

(TC(Q)/Q=(0,1Q2 +

+ 200)/Q)
	Предельные затраты

(MC(Q)=0,2Q)

	0
	-
	0

	10
	21
	2

	20
	12
	4

	30
	9,67
	6

	40
	9
	8

	50
	9
	10

	60
	9,33
	12

	70
	9,86
	14

	80
	10,5
	16

	90
	11,22
	18

	100
	12
	20

	110
	12,82
	22

	120
	13,67
	24


Известно, что производная функции численно совпадает с тангенсом угла наклона касательной к графику функции. Поэтому графической интерпретацией уравнения равновесия является одинаковый угол наклона графика функции дохода и касательной к графику функции затрат:


Александр Николаевич, с пониманием выслушав мой достаточно длинный (почти лекционный!) монолог, вдруг хитро спросил: «Когда заведомо известна цена изделия, вроде все понятно. А если фирма еще не установила цену на продукцию, как получить максимальную прибыль?»

· Что ж, и в этом случае математика «выручит». Правда, здесь

потребуется знание спроса на данную продукцию: если спрос выше, то фирма может продать много изделий по низкой цене и получить определенный доход, при низком спросе цену придется увеличивать для получения того же дохода.

Если Р – цена одного изделия , зависящая от спроса на данные изделия, 

тогда функция спроса P=P(Q) зависит от объема Q продажи изделий. Пусть,

 например, Р=60-0,5Q, или в табличном виде:


	Объем производства (Q)
	Функция спроса (цена) 
( P(Q) )

	0
	60

	10
	55

	20
	50

	30
	45

	40
	40

	50
	35

	60
	30

	70
	25

	80
	20

	90
	15

	100
	10

	110
	5

	120
	0


Тогда функцию дохода можно записать в виде: 
R(Q)=QP(Q) .
В нашем случае,

R(Q)=Q(60-0,5Q)=60Q-0,5Q2.


Пусть, как и раньше, функция затрат для фирмы имеет вид:

TC(Q)=0,1Q2+200.


Для максимизации прибыли мы должны найти предельный доход:

R((Q)=(60Q-0,5Q2)(=60-Q,

предельные затраты:

МС(Q)=TC((Q)=(0,1Q2+200)(=0,2Q
и приравнять их (см.(*)):

60-Q=0,2Q, откуда Q=50.


Таким образом, фирма получит наибольшую прибыль, произведя и 

продав 50 изделий. Чтобы продать 50 изделий, фирма должна установить цену за одно изделие в размере:




Р=P(50)=60-0,5*50=35 (у.д.е.) ( см. таблицу!). 


Продавая 50 изделий по 35 у.д.е., фирма получит прибыль




Profit=35*50-(0,1*502+200)=1300(у.д.е.)

Сравнивая последний пример с примером, где цена была известна заранее (12 у.д.е.), видим, что в первом случае для получения максимальной прибыли в 160 у.д.е. фирма должна была изготовить 60 изделий. В случае известной функции спроса P=P(Q)=60-0,5Q  фирма должна произвести меньше изделий(50!), продать их по более высокой цене(35у.д.е.!) и в результате получить большую прибыль(1300 у.д.е.!). Другая функция спроса могла привести к противоположному заключению: что фирме лучше произвести больше изделий, но по меньшей цене.


Качество функции спроса, которое приводит к такому результату, называется эластичностью спроса. 

Эластичность спроса
Функция спроса устанавливает зависимость между объемом спроса (Q) на товар и ценой (P) этого товара. Здесь мы принимаем за независимую переменную цену одного изделия (Р), а функция спроса тогда запишется в виде: Q=Q(P). Для большинства товаров действует зависимость: чем выше цена, тем ниже спрос. Наглядно это можно изобразить так:




Правда и здесь не бывает без исключений. Известен, например, парадокс Веблена, иногда его называют «эффектом сноба» – явление, противоречащее общему правилу. Наблюдается в тех случаях, когда, например, покупатели рассматривают снижение цены как свидетельство снижения качества данного товара и сокращают его покупку, а также в кругах, где считается более престижным покупать более дорогие вещи, что увеличивает спрос при подорожании товара (отсюда и название –«эффект сноба»). При парадоксе Веблена кривая спроса имеет более плавный наклон и может даже идти вверх.


По кривым спроса легко увидеть, что чем быстрее изменяется спрос при изменении цены, тем «круче» опускается кривая. Коэффициент эластичности показывает «крутизну» наклона кривой. Математически он записывается так:
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Вспоминая, что производная функции показывает реагирование одной переменной величины (в нашем случае объема спроса Q) на изменение другой переменной (в нашем случае цены Р), можно сказать, что коэффициент эластичности спроса EQ(P) определяет пропорциональное изменение количества спроса в зависимости от цены. В экономической интерпретации коэффициент эластичности спроса – это величина изменения спроса (в процентах) при изменении цены на 1%.


Если повышению цены на 1% соответствует снижение спроса более чем на 1% и наоборот, понижение цены  на 1% приводит к росту покупок больше чем на 1%, говорят, что спрос эластичен.  С математической точки зрения, это означает, что коэффициент эластичности по модулю больше единицы: (EQ(P)((1. Если повышение цены на 1% влечет за собой понижение спроса менее чем на 1%, то спрос неэластичен, т.е. (EQ(P)((1. Соответственно различают товары эластичного спроса и товары неэластичного спроса.

Товары эластичного спроса – товары, у которых коэффициент эластичности спроса от цен больше единицы. Снижение цен  на такие товары (если есть возможность увеличить их выпуск!) не только не сокращает, а, напротив, часто увеличивает доходы производителя в результате расширения их продажи. При повышении же цен получается обратный результат.


Например, предположим, что функция спроса определяется зависимостью: Q = 120 – 2P, или в табличном виде:


	Цена

Р
	Функция спроса Q(P)

	0
	120

	5
	110

	10
	100

	15
	90

	20
	80

	25
	70

	30
	60

	35
	50

	40
	40

	45
	30

	50
	20

	55
	10

	60
	0


Тогда коэффициент эластичности товара будет: 
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Предположим, что Р=40 у.д.е., тогда (ЕQ(P)(= (EQ(40)(= (-2(= 2 (1,

т.е. спрос эластичный. Доход фирмы в этом случае составляет R=P*Q(P)=

=40*(120-2*40)=40*40=1600 (у.д.е.). Посмотрим, что произойдет, если цена повысится на 10%, т.е. составит 44 у.д.е. Спрос при этом уменьшится до 32 изделий (Q(44)=120-2*44=32), а доход становится равным R=44*32=1408 (у.д.е). Таким образом, при увеличении цены сильно уменьшается спрос и падает доход. Уменьшение же цены на 10%, т. е. до 36 у.д.е., увеличивает спрос до 48 изделий (Q(36)=120-2*36=48) и доход до R=36*48=1728 (у.д.е.).


Товары неэластичного спроса – товары, у которых коэффициент эластичности спроса от цен меньше единицы. Снижение цен на такие товары выгодно покупателям. Но для производителя это приводит лишь к сокращению доходов, поскольку продажа остается примерно на прежнем уровне. Возвращаясь к нашему примеру, предположим, что цена товара Р=20 у.д.е., тогда (ЕQ(P)(= (EQ(20)(= (-0,5(= 0,5 ( 1, т.е. спрос неэластичный. Отметим, что при цене Р=20 – спрос Q=120-2*20=80 изделий и доход фирмы 

R=20*80=1600 у.д.е. Если цена повышается на 10% до 22 у.д.е., то объем спроса падает до 76 (Q=120-2*22=76) изделий и доход увеличивается до R=

=22*76=1672 (у.д.е.). Если же цену понизить на 10% до 18 у.д.е., то объем спроса увеличится до 84 (Q=120-2*18=84) изделий, а доход составит R=18*84=1512 (у.д.е.). Таким образом, в этом случае снижение цены приводит к снижению дохода, а увеличение – к незначительному увеличению дохода.

· Вы пропустили еще один возможный вариант: когда коэффициент

 эластичности равен единице. Но дайте-ка, я попробую сам сделать вывод. Если я правильно Вас понял, то при спросе, находящемся в единичной эластичности, увеличение или уменьшение цены практически не меняет доход.

· По-моему, уважаемый сударь, Вы весьма преуменьшали свои

 математические способности! Вы совершенно правы. Я, надеюсь, Вы не очень утомились в результате нашей беседы. Ну, а чтобы у Вас сложилось целостное представление о применении производной в экономике, я позволю себе еще пару замечаний.


Кроме законов, которые мы с Вами уже обсудили, а именно:

· оптимальный для производителя объем выпуска товара определяется равенством предельных затрат и предельного дохода;

· уравнение равновесия цены и предельных затрат;

· влияние эластичности спроса на взаимосвязь между ценой товара и доходом фирмы,

хотелось бы отметить еще две закономерности, которые следует учитывать при организации работы фирмы.


Закон убывающей доходности: с увеличением производства дополнительная продукция, полученная на каждую новую единицу ресурса (трудового, технологического и т. п.), с некоторого момента убывает.


Например, объем производства (Q) зависит от капитальных затрат (K). Упомянутый закон утверждает, что начиная с некоторого значения К0 – критического объема затрат, дополнительные затраты будут приводить ко все меньшей отдаче при данной структуре организации производства. С математической точки зрения, график зависимости объема производства и капитальных затрат имеет вид:


Зная этот прогноз, можно пытаться совершенствовать и менять структуру организации производства.


Закон убывающей предельной полезности: с ростом количества товара дополнительная полезность от каждой новой его единицы с некоторого момента убывает. Полезность- категория, применяемая для характеристики результатов, эффективности экономических решений или деятельности. Сопоставление между затратами  и усилиями, с одной стороны, и результатами- с другой, принято выражать в виде функции полезности: U=U(x), где х – товар (в качестве товара могут выступать затраты, усилия, разные альтернативы потребления благ – удовольствие или неудовольствие от кружки пива, бокала шампанского, отдых в Карпатах, или в Крыму и т.п.), а U – полезность. Эта величина очень субъективная для каждого потребителя, но достаточно объективная для общества в целом.


Функция полезности по Нейману-Моргенштерну изменяется от нуля до единицы (для удобства в некоторых случаях переходят к другим единицам измерения, например, от нуля до 100). Форма функции полезности, в частности, дает возможность классифицировать людей по их отношению к риску:


  

      Функция полезности лица,                           Функция полезности лица, 

        
несклонного к риску.                                          склонного к риску.

Предельная полезность – дополнительная полезность, получаемая от потребления дополнительной единицы какого-либо блага, одно из фундаментальных понятий экономики, на котором строятся многочисленные теории и концепции об экономическом поведении индивидуумов и фирм. Согласно геометрической интерпретации особа, несклонная к риску, имеет убывающую предельную полезность, а особа, склонная к риску, - возрастающую предельную полезность.

· Все, что Вы мне пояснили, достаточно интересно, но все же это –

 теория, так как главное предположение во всех рассуждениях – абсолютное знание условий деятельности фирмы.

· Это предположение, кстати, называется детерминированностью.

· Но в наше время такие условия – фантастика. Мы живем, увы! - в

 условиях неопределенности и риска. Меня чрезвычайно заинтересовали Ваши последние замечания относительно особ, склонных и несклонных к риску. Я, в принципе, для себя представляю, что такое неопределенность и риск, но как эти понятия можно формализовать с помощью математики?!

· О! Это совершенно замечательный и особый раздел математики. Но

 мне опять придется обратиться к философии математики.

· Пожалуй, Вы «обратите» меня в «математическую веру». Я с

 удовольствием «проглочу» очередную «порцию» математической информации.

· Кстати, второй по тиражу издания на Земле после Библии является

 «Начала» Евклида. А при дворе Екатерины ІІ считалось модным рассуждать об исчислении бесконечно малых. Но, с Вашего разрешения, я вернусь к философии математики.

Историко-философское отступление
Согласно современной периодизации философии науки западноевропейская математика соответствовала классическому периоду развития науки в целом. Этому периоду соответствовала классическая физика и дифференциальное (другими словами, исчисление бесконечно малых) и интегральное исчисление, где идеал – выразить непрерывность (в том, что она есть, сомнений не возникало!). А где непрерывность явлений, там постоянство и неизменность их законов, возможность понять и оценить явления в их элементарных проявлениях (дифференцирование), возможность сложить эти элементарные явления в единое целое (интегрирование) и, наконец, возможность точно и определенно описать явления во всех минувших, а также предсказать во всех будущих моментах времени. При таком подходе субъект познания как бы «выносился за скобки», что приводило к фатализму разного рода, и уже в середине ХІХ века стала очевидной ограниченность и неадекватность такой парадигмы.

Неклассическому периоду развития науки соответствует квантовая механика и статистико-вероятностная математика, где главное – отказ от непрерывности- необходимости, где причина каждого единичного события само оно, его исход свободовольный: может совершиться, а может  и нет; может произойти именно так, а может - иначе, т.е. тут нет предопределенной необходимости. При таком подходе знания про объекты должны учитывать характер методов и средств исследования; по словам В.Гейзенберга  «ответ природы на вопрос исследователя зависит не только от ее строения, но и от способа постановки вопроса». Именно с развитием квантовой механики связаны современные представления о принципах соответствия, наблюдательности, дополнительности. Квантовая механика – более духовная, чем классическая. Число (количество) – quantum – тут не поклоняется непрерывности, а знает себя гордо и по-пифагорейски: как подлинный (т.е. телесный, а не умственный лишь наш) предел. Поэтому и другая математика понадобилась и явилась для описания квантовых процессов. Это математика опять целых чисел и единиц. Здесь множество не как ряд, а как сумма индивидов, событий. Причина каждого единичного события (кванта) само оно, тут нет (для кванта частного случая) предопределенной необходимости. Но вот если взять сумму этих единиц, множество, то бывает так-то и в таком-то соотношении, в такой-то пропорции. Т.е. тут не покушаются на малое, его дробить и кромсать, а оставляют целой и неприкосновенной особью, личностью – квантом. А  операции кромсания и расчленения применяется лишь к соборному из квантов – единиц множеству. Но и то – до предела в единице. Статистико-вероятностная математика опирается на дискретность кванта, уважает его самостоятельность, а о себе судит скромно: мое дело – вероятность, а она есть на-верное. А вера есть свободовольное нечто. Потому тут возможен учет (статистика) настоящего и некая вероятность будущего, тогда как в ДифИнтегре исповедуется фатальное предопределение, в том числе и будущего.

Основным понятием здесь выступает вероятность. С глубокой древности были известны события, относительно которых нельзя с определенностью заявить, произойдет оно или нет при очередном наблюдении. Кто родится в семье – мальчик или девочка? Доживет ли лицо А, которому исполнилось 35 лет, до 70-ти? Фирма производит товар, спрос на который наперед неизвестен, получит ли она прибыль? Особенно ярко «высвечиваются» такого рода события в азартных играх. Сейчас трудно установить, кто впервые поставил вопрос, пусть в самой несовершенной форме, об измерении самой возможности появления случайного события. Несомненно, это относится к очень давним временам. В литературных произведениях, таких, как «Божественная комедия» Данте, неоднократно встречаются замечания об игре в кости и даже попытки подсчитать число благоприятствующих возможностей той или иной комбинации.

Давайте и мы попробуем «испытать» Ваше, Александр Николаевич, «математическое чутье». Какова вероятность выиграть пари при одиночном подбрасывании монеты, если Вы «поставили» на «орла»?

· По-моему, очевидно – 50% на 50%.

· Совершенно верно! Теперь немного усложним задачу. Представьте,

 что Вы оказались в Лас-Вегасе. Естественно азарт «захватил» Вас и Вы «опомнились» с 20 долларами в кармане. Для того, чтобы добраться до гостиницы, Вам необходимы 40 долларов. Помощи ждать не приходится, и Вы решаете играть в рулетку (уже отрицательно относясь к этой игре!). Начинаете «осторожничать» и раздумывать. Существует две стратегии игры – «смелая»: поставить все свои 20 долларов на «чет» и закончить игру сразу же, проиграв или выиграв; и «осторожная»: ставить на «чет» по одному доллару до тех пор, пока вы не выиграете или не проиграете 20 долларов. Какую стратегию Вы изберете?

· Я бы выбрал первую – чего «кота за хвост тянуть»?!

· Я вновь восхищаюсь Вашим «чутьем»! Вы говорите, что для Вас

 математика – что-то совершенно непонятное, но Ваше восприятие и мышление говорят противоположное! «Осторожная» игра, согласно теории вероятности, уменьшает шансы игрока на выигрыш вчетверо по сравнению со «смелой» игрой. Но вернемся к нашим понятиям. Итак, случайное событие – это событие, которое при осуществлении некоторых условий может произойти либо не произойти. Измеряются случайные события вероятностями. Вероятность – числовая характеристика степени возможности появления какого-либо события в тех или иных определенных, могущих повторяться неограниченное число раз условиях.


Например, вероятность выпадения «6» при одном бросании игрального кубика…

· Один шанс из шести!

· Математики в этом случае говорят 1/6. А если нас устраивает грань счетным числом очков?

· Ну, это надо подумать…

· А я Вам помогу, нарисовав картинку:


· Действительно просто: три шанса из шести!

· В математике говорят, вероятность такого события равна 3/6=1/2.


Случайность является причиной неопределенности. Неопределенность –  ситуация, когда полностью или частично отсутствует информация о возможных состояниях системы и внешней среды. Другими словами, когда в системе возможны те или иные случайные события. Чем сложнее система, тем большее значение приобретает фактор неопределенности в ее развитии. Например, в экономическом прогнозировании принято различать истинную (многовариантность развития и невозможность однозначного выбора эффективных вариантов) и «информационную» неопределенность, возникающую из-за неполноты и неточности информации об исследуемых процессах. Степень неопределенности возрастает с увеличением срока прогнозирования. Для большинства случаев характерной является ситуация, показанная на рисунке:

Эффект расширения интервала, в котором находится прогнозируемый показатель х, в случае увеличения срока прогнозирования получил название информационного конуса. В свою очередь, неопределенность  необходимо влечет за собой ситуации, которые отождествляются в нашем представлении с риском. Неопределенность – сущность риска. Например, в учебнике по финансам риск практически отождествляется с неопределенностью: «Риск – уровень неопределенности, связанной с инвестициями или реализацией проектов». В учебнике Долана и Линдсея утверждается, что «когда люди не уверены в том, что произойдет в будущем, говорят, что они идут на риск».


Как утверждают венгерские экономисты, присутствие риска является определенным признаком зрелости экономики, ее развитости. В экономике с низким уровнем душевого производства траектория ее развития практически определяется стратегией выживания, суровой необходимостью обеспечения минимальных потребностей населения. Если ж отсутствуют альтернативы принятия решений – то отсутствует и риск. Значит, риск может существовать лишь в условиях возможности активного управления, принятия решений.


Риск отсутствует также в случае, когда нет заинтересованности в результатах принятия решений. Вспомним руководителей регионов бывшего СССР. Им можно было превратить свой регион в зону экологического бедствия, но личной ответственности они не несли, отправляя своих близких в экологически благополучные регионы (как это было во время Чернобыльской катастрофы).


Особенностью современного риска является его тотальность и всеобъятность. Поясняется это многими причинами, но определяющей является то, что сущность современной цивилизации – научно-технический прогресс. Предвидеть его результаты с абсолютной точностью невозможно, поскольку он основывается на научном творчестве. Научно-технический прогресс порождает новые технологии, виды материалов, которые в сжатый срок могут осуществить революцию на рынке. Поэтому инвестиции, которые ранее считались перспективными, могут привести к созданию мощностей по производству неконкурентноспособной продукции. Или наоборот, сектор национальной экономики из ограниченной области деятельности превратится в индустрию, определяющую развитие современной экономики, как например информатика.


В домашинную эпоху риск отождествлялся с риском утраты (заморские путешествия, азартные игры). В железомашинную эпоху риск – это риск изначального рынка, риск банкротства, утраты средств существования. В современную, технотронную эпоху риск – это не утрата, которой можно подвергнуться во время реализации хозяйственного решения, а возможность отклонения от цели, ради которой принималось решение. Т.е. современный риск определяется не столько утратами, сколько отсутствием положительных результатов.


Безусловно, риск содержит негативные моменты для лица, принимающего решения. Однако полное отсутствие риска – свидетельство серьезных дефектов в организации процесса управления и общества в целом.

Ожидаемый эффект и отклонение от него

Классическим примером ведения бизнеса в условиях риска является задача о фруктовом дилере. Фруктовый дилер покупает фрукты у крестьян и продает их горожанам. Он покупает товар по цене 5 грн., а продает по 8 грн. Товар портится быстро. Если его не продать сразу, то он продаже не подлежит. Если это случается, то дилер должен покрыть утрату 5 грн.  за счет собственных денег. В течение 100 дней «фруктового сезона» дилер заметил, что спрос на 21 единицу товара наблюдался 10 дней, на 22 – 30 дней, на 23 – 50 дней и на 24 – 10 дней. Результаты своих наблюдений он занес в табличку:

	Дневной спрос (х)
	Количество дней (m)
	   Частоты (w=m/n)

	              21
	                 10
	       10/100=0,1

	              22
	                 30
	       30/100=0,3

	              23
	                 50
	       50/100=0,5

	              24
	                 10
	       10/100=0,1

	      Всего (n)
	               100
	               1



Проблема состоит в том, какое количество товара необходимо закупить дилеру, чтобы получить прибыль. Проблема усложняется тем, что прибыль зависит от спроса на фрукты, а спрос предвидеть наверняка невозможно. Т.е. прибыль является случайной. Имеем типичную задачу принятия решения в условиях риска. Как бы Вы, Александр Николаевич, поступили бы на месте «фруктового» дилера?

· Я бы рассуждал так: предположим, что дилер закупил на одну

 единицу продукции больше, нежели он продал в течение дня. Тогда он утратит 5 грн. Если ж он закупит на одну единицу меньше, чем мог продать, то он ничего не теряет, но он мог бы получить на 3 грн. больше. Очевидно также, что дилеру нецелесообразно закупать меньше 21 единицы товара и больше 24 единиц. Где ж «золотая середина»?

· Давайте попробуем изобразить все возможные варианты прибыли в

 зависимости от спроса, например, в виде таблицы:

	                                                     
	                         Количество закупленного товара

	      Спрос
	          21
	          22
	          23
	          24

	          21
	 (8-5)*21=63
	63-

-5*(22-21)=58
	 63-

-5*(23-21)=53
	63-

-5*(24-21)=48

	          22
	63
	(8-5)*22=66
	66-

-5*(23-22)=61
	66-

-5*(24-22)=56

	          23
	63
	66
	(8-5)*23=69
	69-

-5*(24-23)=64

	          24
	63
	66
	69
	(8-5)*24=72


· Я вижу, что прибыль дилера колеблется от 48 грн. до 72 грн. Но я не

 представляю, какой вариант менее рискованный. 

· Я попробую пояснить, но для этого мне потребуется новое понятие -

 математическое ожидание, а его проще пояснить на первой табличке дилера.

Спрос, изображенный в этой табличке, является случайной величиной.

Она принимает конечное число значений (21, 22, 23, 24) с определенной вероятностью. Вероятность здесь означает степень частоты, или степень уверенности в том, что определенное событие осуществиться, в частности, случайная величина примет данное значение. Такие случайные величины называются дискретными и задаются в виде таблицы:

	Значения случайной величины (хi)
	x1
	x2
	…
	xn

	Вероятности этих значений (рi)
	p1
	p2
	…
	pn



В нашем примере:

	хі
	21
	22
	23
	24

	рі
	0,1
	0,3
	0,5
	0,1


Математическим ожиданием случайной величины называется сумма произведений значений случайной величины на вероятности, с которыми она  их принимает:



                   МХ=(xipi=x1p1+x2p2+…+xnpn 


Математическое ожидание – модель интуитивного представления о средних значениях. В экономике часто используют термины «ожидаемая прибыль», «ожидаемый спрос».


В нашем примере ожидаемым спросом на фрукты будет величина:

 



21(0,1+22(0,3+23(0,5+24(0,1=22,6;

а ожидаемой прибылью в случае заготовки 21 единицы товара будет величина:





63(0,1+63(0,3+63(0,5+63(0,1=63;

22 единиц товара:





58(0,1+66(0,3+66(0,5+66(0,1=65,2;

23 единицы товара:





53(0,1+61(0,3+69(0,5+69(0,1=65;

24 единицы товара:





48(0,1+56(0,3+64(0,5+72(0,1=60,8.


Расчеты показывают, что максимальная ожидаемая прибыль будет получена в случае заготовки товара в 22 единицы и составит 65,2 грн.

Фирма в условиях риска


Вернемся к проблемам нашей фирмы. Наиболее распространенной ситуацией в наше нестабильное время является отсутствие полной информации о цене продукции, выпускаемой фирмой. В принятой нами терминологии это звучит, как неопределенность в ценах.


Останемся в условиях совершенной конкуренции, т.е. когда вы не влияете на формирование цены или, другими словами, имеется много независимых продавцов.


Рассмотрим простейший случай: возможны два состояния рынка для продукции фирмы. Первое генерирует высокую цену на продукцию (благоприятная конъюнктура), второе – низкую (неблагоприятная конъюнктура).


Пусть, например, цена продукции в случае благоприятной конъюнктуры – 50 у.д.е., в случае неблагоприятной – 10 у.д.е. Эксперты фирмы оценивают вероятности благоприятной и неблагоприятной конъюнктуры как равные – 50 на 50 (математическим языком вероятность равна ½). Пусть функция затрат останется прежней (как в рассмотренном ранее примере на стр.10-11). Естественен первый вопрос: какой объем производства выбрать?

· Исходя из нашей беседы, я бы начал с определения ожидаемой цены

 продукции, которая составит по нашим предположениям величину:




          0,5(50+0,5(10=30.

Ориентируясь на цену 30 у.д.е. и заданную функцию затрат, можем составить расчетную таблицу:

	Объем производства

(Q)
	Доход

(при цене

P=30)
	Затраты
(TC=0,1Q2+200)
	Прибыль

(при цене

Р= 30)

	0
	0
	200
	-200

	20
	600
	240
	360

	40
	1200
	360
	840

	60
	1800
	560
	1240

	80
	2400
	840
	1560

	100
	3000
	1200
	1800

	120
	3600
	1640
	1960

	140
	4200
	2160
	2040

	150
	4500
	2450
	2050

	160
	4800
	2760
	2040

	180
	5400
	3440
	1960

	200
	6000
	4200
	1800

	220
	6600
	5040
	1560

	240
	7200
	5960
	1240

	260
	7800
	6960
	840

	280
	8400
	8040
	360

	300
	9000
	9200
	-200



Таким образом, ориентируясь на ожидаемую цену, можно сделать вывод, что объем в 150 единиц продукции даст фирме максимальную прибыль.

· Браво! Вы - замечательный ученик, Александр Николаевич. Ваши

 рассуждения безукоризненны. Значит, Вы определили оптимальный объем выпуска продукции – 150 единиц.


Но рынок есть рынок, и он может предложить фирме спектр цен, состоящий из двух красок – белой (вашу продукцию покупают по высокой цене – 50) и черной (продукция оценивается рынком лишь в 10). В первом случае фирма получает прибыль в размере:

          



      50(150-2450=5050;

во втором – убыток:





      10(150-2450= - 950.

· Значит, мои расчеты не годятся? Тогда я не понимаю, к чему мы

 рассуждали об ожидаемых величинах, если «рынок» может нас так «нагреть» (я имею  в виду убыточный вариант). Зачем  вообще математические расчеты?! Мы опять пришли к тому же, с чего начали: «ростовщику, отдающему деньги под процент, не нужна алгебра, он вполне обходится арифметикой»!

· Ах, какие мы впечатлительные! Вы считаете, что наш разговор –

 пустая трата времени?! Не стоит делать поспешных выводов. Давайте обратимся к наглядному опыту обычного человека. Предлагаю Вам, Александр Николаевич, сыграть в лотерею, в которой Вы можете с одинаковой вероятностью выиграть 5050 грн. и проиграть 950 грн. Согласитесь ли Вы на такую игру?

· Не уверен…

· А если эта лотерея будет разыгрываться многократно – 100, 1000 раз?

· Скорее - соглашусь, чем нет.

· А из каких соображений?

· Вообще-то здесь я прислушиваюсь к своей интуиции, которая

 говорит мне, что при многократном разыгрывании лотереи мой выигрыш будет близким к величине:






0,5(5050+0,5((-950)=2050.

· Ваша интуиция Вас не подвела и в этот раз! С одной стороны,

 подчеркивая условие многократности розыгрыша, Вы использовали закон больших чисел, математическая формулировка которого достаточно премудрая, но суть которого состоит в том, что при большом числе испытаний (наблюдений) вероятность и относительная частота случайного события практически совпадают. С другой стороны, Вы незаметно для себя использовали расчеты ожидаемого выигрыша. Обратите внимание на то, что рассчитанная Вами величина совпадает с величиной максимальной прибыли при ориентации на ожидаемую цену. Это не случайно и следует из свойств математического ожидания, по которым прибыль по ожидаемой цене совпадает с математическим ожиданием прибыли.
Таким образом, максимизируя прибыль по ожидаемой цене, фирма

 также максимизирует математическое ожидание прибыли. Поэтому, в случае 

повторяемости событий ориентация фирмы на ожидаемую цену достаточно 

оправдана.


При анализе поведения фирмы в условиях неопределенности следует 

учитывать и еще одну сторону: для большинства людей вес убытков и прибыли разный. Человек, располагающий скромными средствами, благоразумно предпочтет гарантированный подарок в 950 грн. обычной азартной игре в «орлянку», при которой выплачивается либо 5050 грн., либо ничего. В аналогичной ситуации пребывают и фирмы, что приводит к необходимости расчетов ожидаемой полезности прибыли.

В экономической литературе часто встречаются понятия «полезность», «предпочтение». Термин «полезность» используется для количественного описания сопоставлений между затратами и усилиями, с одной стороны, и результатами – с другой, в широком круге различных экономико-математических задач. Такое сопоставление принято выражать в виде функции полезности, для которой аргументами являются затраты, усилия, разные альтернативы потребления благ и т. п. Термин «предпочтение» используется для отображения качественной характеристики объекта: «Я ценю это больше, чем то» или «Я предпочитаю Х, а не У». 


Чтобы можно было вычислить ожидаемую величину полезности, следует учитывать, что для многих людей полезность богатства растет с убывающей скоростью по мере роста богатства. На рисунке хорошо проиллюстрирован этот так называемый закон убывающей предельной полезности:







Не утруждая Вас новыми расчетными таблицами, скажу, что нетрудно показать зависимость эффективности деятельности фирмы от условий существования риска: фирма в условиях риска ведет себя осторожнее, уменьшая объем производства, что ведет к уменьшению ее эффективности.

· Это я Вам могу сказать и без Ваших достаточно пространных, хотя

для меня весьма интересных и поучительных, рассуждений. Любой предприниматель-практик «чувствует кожей» все изложенные Вами правила и выводы. Но я Вас снова хочу вернуть к реальному положению вещей. Мы с Вами рассуждали, в основном, исходя из простейших, «идеальных» условий работы фирмы. В действительности все гораздо сложнее. Во-первых, фирма, как правило, выпускает несколько видов продукции, используя на их выпуск несколько видов сырья; во-вторых, сырье необходимо заготовить; в-третьих, готовую продукцию надо доставить заказчикам и т.д., и т. п. 

· Да, Александр Николаевич, я думала, что уже «перетянула» Вас в

 лагерь «любителей математики»…

· Безусловно, теперь на математику я буду смотреть другими глазами,

 возможно, и с любовью (к преподавателю!). И все же я не вижу, как, например, перечисленные проблемы мне может помочь решить Ваша математика!

· Ну, допустим, математика не моя, но я все же рискну продолжить

 демонстрацию ее возможностей на практике.


Я понимаю, что Ваша профессиональная деятельность, как и деятельность многих людей, связана с выбором таких решений, которые позволили бы получить некие оптимальные результаты – достичь максимальной прибыли предприятия, затратить минимум средств на доставку сырья или продукции, добиться наилучших показателей в спорте,  оптимизировать расходы на покупку и эксплуатацию автомобиля, составить маршрут командировки, распределить инвестиции и т. д. Самое удивительное, что с точки зрения математики, все эти задачи относятся (несмотря на их разную «бытовую» содержательность) к задачам математического программирования. 

Историко-философское отступление

В 1938 г. перед 25-летним профессором Ленинградского университета Л.В.Канторовичем была поставлена задача: как наилучшим образом распределить работу восьми станков фанерного треста при условии, что известна производительность каждого станка по каждому из пяти видов обрабатываемых материалов?


Ученый нашел метод решения этой задачи, который стал общим. Он получил название «Линейное программирование». В 1975 г. совместно с американским ученым Т. Купмансом Л.В. Канторович получил Нобелевскую премию за вклад в теорию оптимизации распределения ресурсов.


Методы линейного программирования применялись и одновременно развивались во время второй мировой войны для планирования военных операций. Еще до ее начала методы анализа военных систем на основе математического программирования стали использоваться военными специалистами в Великобритании, а затем и в других странах. В США и Канаде были созданы специальные подразделения, занимавшиеся анализом военных операций. В 1938 г. в США был введен термин «исследование операций» в качестве характеристики рода деятельности необычной исследовательской группы, выполнявшей работы по анализу военных систем, в частности решающих задачи оптимального использования радиолокационных установок в общей системе обороны страны. Этот анализ являлся основой для принятия командованием соответствующих решений.


Сегодня линейное и, шире, математическое программирование – один из основных методов принятия производственно-экономических решений. Существуют и другие методы: теория игр и статистических решений, метод Монте-Карло (статистических испытаний), теория массового обслуживания, сетевое планирование и др. Эти методы в совокупности объединяются  названием «исследование операций». 


В описании любой задачи исследования операций можно выделить достигаемые при решении задачи цели (сформулировать целевые функции, или оптимизируемые критерии), а также условия, ограничивающие возможные решения (условия – ограничения). Задачи исследования операций классифицируют по их теоретико-информационным свойствам. Если субъект в ходе принятия решения сохраняет свое информационное состояние (т.е. никакой информации не приобретает и не утрачивает), то принятие решения можно рассматривать как мгновенный акт. Соответствующие задачи называются статическими. Если же субъект в ходе принятия решения изменяет свое информационное состояние, получая или теряя информацию, то в такой динамической задаче обычно целесообразно принимать решение поэтапно (многошаговые решения). Значительная часть динамических задач исследования операций входит в динамическое программирование.


С конца 1940-х годов сфера приложения исследования операций стала охватывать разнообразные стороны человеческой деятельности – как чисто технические (особенно технологические), так и технико-экономические, а также управленческие различного уровня.


С 1950-х годов для исследования обоснования решений сложных проблем политического, социального, военного, экономического, научного и технического характера стала применяться совокупность методологических средств, получившая название системный анализ. Он приложим для решения таких задач, как распределение мощностей между различными видами изделий, определение потребности в новом оборудовании и в рабочей силе той или иной квалификации, прогнозирование спроса на различные виды продукции, а также развитие и техническое оснащение вооруженных сил, освоение космоса и т. д.


Системный анализ базируется на ряде прикладных математических дисциплин, в частности на исследовании операций. Когда в задаче системного анализа имеется одна четко выраженная цель, степень достижения которой можно оценить на основе одного критерия, используют методы математического программирования.


Примерами задач, решаемых с помощью методов математического программирования, могут быть следующие:

· разработка высокоэффективных методов управления людьми и техникой;

· разработка методов использования имеющейся техники, обеспечивающей выполнение поставленной задачи с минимальными затратами и с максимальным эффектом;

· определение целесообразности разработки, приобретения и распределения техники и материалов в рамках общей стратегии деятельности производства.


Исследование операций во многих случаях остается единственным средством для принятия обоснованных решений. По словам профессора Е.С.Венцель исследование операций способно «дать плохой ответ на вопрос, на который нельзя ответить по-другому».


- Замечательно! Тогда я ставлю конкретный вопрос: если фирма выпускает, допустим, три вида продукции из двух видов сырья, как оптимально спланировать производство?

Принятие решений в условиях определенности


Что ж, попробуем формализовать сформулированную Вами задачу 

( математики в этом случае говорят - составим  математическую модель задачи).


Задача 1. Пусть некоторая фирма М&С выпускает три вида различной продукции (дамские сумочки, мужские портфели и детские рюкзачки), каждый из которых получается из сырья, закупаемого у двух поставщиков. Из одной единицы сырья 1-го поставщика можно изготовить 2 дамские сумочки, 2 мужских портфеля и 3 детских рюкзачка. Из одной единицы сырья 2-го поставщика можно изготовить 3 дамские сумочки, 1 мужской портфель и 3 детских рюкзачка. Какое количество сырья следует купить у каждого из поставщиков?

 Ответ частично зависит от относительной прибыли, которая получается путем вычитания из полной выручки в результате продажи фирмой всех видов продукции, полученных из 1 единицы сырья, закупленного у соответствующего поставщика (для определенности пусть относительная прибыль при закупке сырья у 1-го поставщика составляет 50 у.д.е., у 2-го – 60у.д.е.). Цены на сырье у поставщиков могут быть различными. В нашей задаче не будем пока принимать в расчет расходы, связанные с доставкой продукции к местам сбыта и с обслуживанием покупателей. Из того факта, что относительная прибыль в случае закупки сырья у 2-го поставщика выше, вовсе не следует, что фирма должна закупить все требуемое ей сырье у этого поставщика.


Когда принимается решение о закупке сырья, нужно учитывать по крайней мере два других фактора: максимальное количество каждого вида продукции, которое фирма может продать, и максимальное количество каждого из видов продукции, которое фирма может изготовить при заданных условиях производства. Допустим, что при одновременном учете обоих этих факторов фирме выгодно выпускать не более 18 дамских сумочек, 12 мужских портфелей и 24 детских рюкзачков в сутки.


Решение. 

Для удобства занесем числовые данные задачи в таблицу:

	Виды продукции
	          Поставщики
	Ограничения на объем

 выпускаемой продукции

	
	        1
	        2
	

	Дамские сумки
	2
	3
	18

	Портфели
	2
	1
	12

	Рюкзачки
	3
	3
	24

	Относительная прибыль
	50
	60
	



Пусть х1 и х2 – соответственно количество сырья закупаемого у поставщиков 1 и 2. Тогда наши ограничения можно записать в виде системы неравенств:

количество дамских сумочек:            2х1+3х2(18;

количество мужских портфелей:       2х1+ х2(12;

количество детских рюкзачков:         3х1+3х2(24;







   х1(0,х2(0

Прибыль фирмы при этом составит выражение: f(x1,x2)=50x1+60x2.. 

Задача оптимизации плана закупки сырья сводится к максимизации последнего выражения, т.е. математически – к нахождению максимума функции f(x1,x2) при указанных ограничениях. В нашем случае (у нас всего 2 свободные переменные!) задача имеет изящное графическое решение.


Система указанных неравенств определяет на плоскости х1Ох2 выделенный многоугольник:

                                                                                    

Каждая из параллельных прямых на этом рисунке соответствует некоторому значению целевой функции f(x1,x2): функция «входит» в заштрихованную область на своем минимальном значении и «выходит» из области на своем максимальном значении ( направление «движения» показано стрелкой ).


 Таким образом, в нашем случае имеем: х1=4,5 ; х2=3 ;

f(4,5;3)=50(4,5+60(3=405. Откуда, переходя на «обычный» язык, получаем, что в наших условиях наибольшую прибыль (405 у.д.е.) Вы получите, если закупите 4,5 единицы сырья у 1-го поставщика и 3 единицы сырья у 2-го поставщика.


Я показала Вам, Александр Николаевич, самый простенький наглядный пример. В реальных условиях, где число ограничений и переменных велико, используются различные вычислительные процедуры с помощью ЭВМ, но суть остается той же – зачем действовать на «авось», если есть возможность все точно просчитать?!


-Впечатляет! Но Вы все же схитрили и здорово упростили задачу, откинув затраты по перевозке сырья или готовой продукции…


-Ну, это не хитрость, а аналитический подход  к задаче – ведь ее можно «разложить» на несколько этапов. Давайте займемся «очередным» – сформулируйте, что именно Вас интересует в перевозках?


-Попробую… Допустим, нам необходимо завезти товар пяти потребителям, находящимся в разных городах.


-А Вам важен порядок посещения этих заказчиков?


-Вообще-то нет, меня больше интересует минимизация расходов на транспортировку.


-Классическая «задача коммивояжера»!


-Что-что?


-В математическом программировании подобная задача носит название «задачи коммивояжера». Она формулируется следующим образом. Коммивояжер должен выехать из исходного пункта, побывать в каждом из остальных (n-1) пунктов ровно один раз и вернуться в исходный пункт. Задача заключается в определении последовательности объезда пунктов, при которой коммивояжеру требуется минимизировать некоторый критерий эффективности: стоимость проезда, время в пути, суммарное расстояние и т. д.


-Вот-вот, например, минимизировать суммарное расстояние при транспортировке.


-Что ж, давайте снова более конкретно сформулируем задачу. Вам необходимо объехать пять городов и вернуться в исходный пункт. Для удобства проведения расчетов заполним матрицу расстояний между городами:


Матрица расстояний (км)
	Пункты
	Исходный пункт
	Киев
	Луцк
	Львов
	Черновцы
	Ужгород

	Исходный пункт
	-
	320
	70
	220
	400
	480

	Киев
	320
	-
	390
	390
	880
	800

	Луцк
	70
	390
	-
	150
	430
	410

	Львов
	220
	390
	150
	-
	280
	260

	Черновцы
	400
	880
	430
	280
	-
	400

	Ужгород
	480
	800
	410
	260
	400
	-


          
Всего возможно 5!=120 различных маршрутов.


-Ловко это Вы посчитали. Теперь бы и мне понять, откуда взялось это число.


-В математике есть целый раздел, который занимается такого рода задачами:

· сколько существует вариантов расстановки 3 книг на полке;

· сколькими способами можно распределить три медали в чемпионате по футболу, в котором принимает участие 15 команд;

· сколько существует вариантов командировочной комиссии из 3 человек, если они выбираются из 5 возможных кандидатур.


Этот раздел математики называется комбинаторикой, где и даются алгоритмы и формулы для решения подобных задач.


Наша же задача по сути – задача о перестановке книг на полке. Я попробую, как обычно, «нарисовать» ее решение: 


Всего 6=3! вариантов и других вариантов нет. В нашем случае с пятью городами мы должны «перебрать» всевозможные перестановки пяти элементов – физически это более громоздкая процедура, да и не нужная, так как в упомянутой комбинаторике есть ответ: число перестановок из n элементов равно

 n!=1(2(…( n,

т.е. в нашем случае 5!=1(2(3(4(5=120.


-А как насчет распределения медалей между командами?


-Я, думаю, нам следует вернуться к перевозкам, поскольку разговор о комбинаторике хотя и интересный, но достаточно долгий, а нам бы с Вами поспать хотя бы пару часов перед Киевом…


-Если Вы устали, мы можем завершить нашу «лекцию» – считайте, что Вы убедили меня в пользе использования математики…


-И Вам неинтересно, как Вы можете рационально объехать Ваших заказчиков?!


-Вообще-то, по-моему, это единственная практическая задача, которую я непосредственно могу применить в своей деятельности.


-Тогда тем более нельзя оставлять ее нерешенной (хотя за себя и математику мне обидно: неужели все рассмотренные примеры настолько «абстрактны»?!).

Итак, нам необходимо выбрать один или несколько оптимальных маршрутов из 120 возможных. Если некоторые города для нас недоступны, то минимальное значение целевой функции должно быть бесконечно большим (это очевидно из практики - недосягаемая цель бесконечно далека!). Давайте для большей наглядности рассмотрим не 5 городов, а три. В этом случае мы можем «физически» просчитать все 6 возможных вариантов. «Физические» расчеты я оставляю Вам на досуг: посчитайте и посмотрите, сколько займет это у Вас времени (заметьте, что это самый простейший вариант!). Мы же с Вами рассмотрим решение задачи методом ветвей и границ, которым можно пользоваться для любого количества пунктов назначения (возможно немного больше усилий для большего количества городов). Суть метода от этого не меняется.


Итак, имеем матрицу расстояний

	Пункты
	Исходный пункт (1)
	Львов

(2)
	Киев

(3)
	Ужгород

(4)

	Исходный пункт      (1)
	-
	220
	320
	480

	Львов     (2)
	220
	-
	390
	260

	Киев       (3)
	320
	390
	-
	800

	Ужгород (4)
	480
	260
	800
	-


Примечание. Для удобства проведения расчетов все расстояния будут уменьшены в 10 раз.

 
Вначале определим некоторое допустимое решение (допустимый маршрут). Затем разобьем оставшееся множество маршрутов на более мелкие подмножества (найдем «узлы дерева решений») и при каждом разбиении оценим целевую функцию (найдем ее нижнюю границу). С помощью найденных границ вновь разобьем подмножество допустимых маршрутов и т. д. В итоге определим оптимальный маршрут.
Матрица расстояний содержит неотрицательные элементы сij. Маршрут Т можно представить как множество упорядоченных пар городов:

 Т= { (исходный пункт, Киев); (Киев, Львов); ( Львов, Ужгород);…; (Ужгород, исходный пункт) }.  Кстати, сколько таких пар набирается?

-Вы специально задаете такие элементарные вопросы?

-Ну, что Вы, Александр Николаевич, просто психологически в диалоге включается произвольное внимание, иначе Вы просто заснете!

-По Вашей таблице это легко посчитать – 12 пар.

-Совершенно верно! Каждый допустимый маршрут представляет собой цикл, проходя по которому мы посещаем каждый пункт ровно один раз и возвращаемся в исходную точку. Каждая упорядоченная пара (Киев, Львов) является дугой (звеном маршрута). Длина маршрута Т равна сумме соответствующих элементов матрицы расстояний, но только тех, которые лежат на маршруте Т:
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Величина z(T) определена для любого допустимого маршрута и не может быть меньше величины оптимального маршрута, т.е. ее текущее значение является верхней границей длины оптимального маршрута Т.


Для вычисления нижних границ длины маршрута используют редукцию строк и столбцов матрицы расстояний. Редукцией строк (столбцов) называют процедуру вычитания из каждого элемента строки (столбца) наименьшего элемента этой же строки (столбца). Матрицу с неотрицательными элементами, в каждой строке и в каждом столбце которой содержится по крайней мере один нулевой элемент, называют редуцированной. При редукции относительные длины всех маршрутов остаются неизменными.


Если z(T) – длина маршрута Т, определяемая матрицей расстояний до редукции, а z1(T) – длина того же маршрута, определяемая редуцированной матрицей, Н – сумма всех констант, используемых при вычислении редуцированной матрицы, то z(T)=z1(T)+H. Поскольку редуцированная матрица содержит только неотрицательные элементы, то Н является нижней границей длины маршрута Т для нередуцированной матрицы расстояний.


На практике это выглядит следующим образом.

1. Диагональные элементы исходной матрицы расстояний полагают равными 
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, матрица имеет вид:

	Узел
	(1)
	(2)
	(3)
	(4)

	(1)
	
[image: image15.wmf]¥


	22
	32
	48

	(2)
	22
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	39
	26

	(3)
	32
	39
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	80

	(4)
	48
	26
	80
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2. Выберем произвольный допустимый маршрут, например, состоящий из звеньев Т = {(1,2); (2,3); (3,4); (4,1)} (выделенные числа в таблице). Длина данного маршрута zв(Т)=22+39+80+48=189, т.е. для оптимального маршрута длина пути не может превосходить значения 189.

3. Выполним редукцию строк, для этого в каждой строке определим минимальный элемент сi  и вычтем его из элементов соответствующей строки:
	Узел
	(1)
	(2)
	(3)
	(4)
	ci

	(1)
	
[image: image19.wmf]¥


	22-22=0
	32-22=10
	48-22=26
	22

	(2)
	22-22=0
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	39-22=17
	26-22=4
	22

	(3)
	32-32=0
	39-32=7
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	80-32=48
	32

	(4)
	48-26=22
	26-26=0
	80-26=54
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	26


4. В полученной таблице выполним редукцию столбцов:

	Узел
	(1)
	(2)
	(3)
	(4)
	ci

	(1)
	
[image: image23.wmf]¥


	0
	10-10=0
	26-4=22
	22

	(2)
	0
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	17-10=7
	4-4=0
	22

	(3)
	0
	7
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	48-4=44
	32

	(4)
	22
	0
	58-10=44
	
[image: image26.wmf]¥


	26

	qi
	0
	0
	10
	4
	H=22+22+32+26+10+4=116


Значение нижней границы для всех маршрутов в нашей задаче равно Н – сумме всех вычитаемых констант: Н = 116.

5. Теперь следует выбрать оптимальный маршрут. Если бы в каждой

строке и в каждом столбце было ровно по одному нулевому элементу, то эти элементы образовали бы оптимальный маршрут, и оптимальная длина маршрута равнялась бы Н.

               Однако в нашем примере нулевые элементы не единственные в

  строках и столбцах. Согласно рассматриваемому методу, будем искать
  звенья оптимального маршрута на каждом шаге алгоритма.

     Для каждого звенa достаточно рассмотреть два случая: 
а) звено   включают в текущее и все последующие решения до определения оптимального решения; 
б) звено исключают из дальнейшего рассмотрения.


В нашем примере мы уже получили начальный узел дерева

 ветвления, соответствующий множеству всех маршрутов с нижней 

 границей длины Н=116 и верхней границей zв(Т)=189.

6. Выберем звено, на котором будет базироваться ветвление. Для этого

 заполним вспомогательную расчетную таблицу:

	   Узел
	      (1)
	      (2)
	      (3)
	      (4)
	      ci
	     Ai

	     (1)
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	       0
	       0
	      22
	     22
	     0

	     (2)
	       0
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	       7
	       0
	     22
	     0 

	     (3)
	       0
	        7
	          
[image: image29.wmf]¥

       
	      44
	     32
	     7

	     (4)
	      22
	        0
	      44
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	     26
	    22

	     qj
	       0
	        0
	      10
	       4
	  H=116
	

	     Bj
	       0
	        0
	       7
	      22
	
	


Числа Аi  (Вj) – минимальный элемент соответствующей строки (столбца) после «вычеркивания» нулевого элемента. Число Фij=Ai+Bj называют вторичным штрафом. Оно равно минимальному «штрафу», которому мы подвергаемся, если не включаем звено (i,j) в оптимальный маршрут. Для того, чтобы определить максимальное значение Фij , исследуем все cij=0 (при cij
[image: image31.wmf]¹

0 Фij=0):

	Звено(i,j)
	(1,2)
	(1,3)
	(2,1)
	(2,4)
	(3,1)
	(4,2)

	Фij=Ai+Bj
	0+0=0
	0+7=7
	0+0=0
	0+22=22
	7+0=7
	22+0=22


Максимальное значение 22 соответствует звеньям (2,4) и (4,2). Выберем в качестве базового  звена ветвления, например, звено (2,4). Дерево решений на этом этапе будет иметь вид:
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7. Нижняя граница для маршрутов, не содержащих звено (2,4), равна

Н+Ф24=116+22=138. Чтобы определить новую нижнюю границу для маршрутов, содержащих звено (2,4), необходимо преобразовать матрицу расстояний. Для этого  «вычеркивают» 2 строку и 4 столбец (т.е. строку и столбец, содержащие звено (2,4)), а звену (4,2) «приписывают» значение с42=
[image: image32.wmf]¥

. Таким образом, получаем преобразованную матрицу расстояний:

	      Узел
	         (1)
	         (2)
	         (3)

	        (1)
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	          0
	          0

	        (3)
	          0
	          7
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	        (4)
	         22
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	         44


Возвращаемся к пп. 3, 4, 5, 6; последовательно имеем следующие вспомогательные расчетные таблицы:

	      Узел
	         (1)
	         (2)
	         (3)
	        ci

	        (1)
	          
[image: image36.wmf]¥


	          0
	          0
	        0

	        (3)
	          0
	          7
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	        0

	        (4)
	   22-22=0
	          (
	  44-22=22
	       22

	        qj
	          0
	          0
	          0
	     Н1=22


Нижняя граница для маршрута, содержащего звено (2,4), находится как сумма старой нижней границы (116) и константы Н1, т.е. 116+22=138.

	    Узел
	         (1)
	      (2)
	     (3)
	      ci
	     Ai

	        (1)
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	       0
	      0
	      0
	      0

	        (3)
	          0
	       7
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	      0
	      7

	        (4)
	          0
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	     22
	     22
	     22

	    qj
	          0
	       0
	      0
	Н1=22
	

	    Bj
	          0
	       7
	     22
	
	


Выберем следующее звено ветвления с помощью таблицы:

	
Звено(i,j)
	(1,2)
	(1,3)
	(3,1)
	(4,1)

	Фij=Ai+Bj
	0+7=7
	0+22=22
	7+0=7
	22+0=22


Максимальное значение 22 соответствует звеньям (1,3) и (4,1). Выберем в качестве базового  звена ветвления, например, звено (4,1). Дерево решений на этом этапе будет иметь вид:






     138





160


145

8. Нижняя граница для маршрутов, не содержащих звено (4,1), равна

138+Ф41=138+22=160. Чтобы определить новую нижнюю границу для маршрутов, содержащих звено (4,1), необходимо преобразовать матрицу расстояний. Для этого  «вычеркивают» 4 строку и 1 столбец (т.е. строку и столбец, содержащие звено (4,1)), а звену (1,4) «приписывают» значение с14=
[image: image41.wmf]¥

, но в преобразованную матрицу этот элемент не входит. Звено (1,2) теперь является запрещенным, так как оно могло бы образовать подмаршрут: {(2,4),(4,1),(1,2)}. Поэтому полагаем с12=
[image: image42.wmf]¥

   и получаем следующую матрицу расстояний:

	Узел
	(2)
	(3)

	(1)
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	0

	(3)
	7
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          и вспомогательные расчетные матрицы:

	Узел
	(2)
	(3)
	ci

	(1)
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	0
	0

	(3)
	7-7=0
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	7

	qj
	0
	0
	Н2=7


Нижняя граница для маршрута, содержащего звено (4,1), находится как сумма старой нижней границы (138) и константы Н2, т.е. 138+7=145.
	Узел
	(2)
	(3)
	ci
	Ai

	(1)
	
[image: image47.wmf]¥


	0
	0
	0

	(3)
	0
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	7
	0

	qj
	0
	0
	Н2=7
	

	Bj
	0
	0
	
	


Выберем следующее звено ветвления с помощью таблицы:

	Звено(i,j)
	(1,3)
	(3,1)

	Фij=Ai+Bj
	0+0=0
	0+0=0


Дерево решений на этом этапе будет иметь вид:
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Сводя все промежуточные схемы в единую, получим промежуточное  решение:

138 138

160 145

         
[image: image50.wmf]¥

                           145





      145
9. Построенный полный маршрут будет оптимальным, если его длина не превосходит длины любого маршрута, соответствующего другим звеньям дерева. Длина построенного полного маршрута равна 145, а нижняя граница для узла (2,4), равная 138, меньше 145. Необходимо, кроме того, исследовать подмножество маршрутов, которые не содержат звено (2,4). Для этого в исходной матрице расстояний значение элемента с24 полагают равным 
[image: image51.wmf]¥

. Получают очередную расчетную таблицу:

	Узел
	(1)
	(2)
	(3)
	(4)

	(1)
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	22
	32
	48

	(2)
	22
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	39
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	(3)
	32
	39
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	80

	(4)
	48
	26
	80
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Процедуру анализа предыдущих промежуточных точек ветвления, которые могли бы определить более короткий маршрут, называют возвратом. Поэтому матрицу расстояний называют в данном случае матрицей расстояний возврата.
10. С новой матрицей выполняют описанные процедуры ветвления и построения границ. Полученное при этом дерево изображено на рисунке:

138 138

       160                       145
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  145    

Нахождение верхних границ не обязательно, но иногда позволяет сокращать проводимые вычисления. Из рисунка следует, что нижняя граница даже неполного маршрута, не содержащего звено (2,4), превышает 145. Таким образом, маршрут, содержащий звено (2,4), является оптимальным.


Оптимальный маршрут состоит из следующих звеньев или пар пунктов: (2,4); (4,1); (1,3); (3,2). Он является ориентированным циклом, длина проезда по которому равна 145, т.е.1450 км.


Таким образом, если Вам, сударь, необходимо объехать заказчиков в указанных городах, оптимальным будет маршрут «Ваш город – Киев – Львов – Ужгород - Ваш город».

· Я бы не сказал, что Ваш способ легкий и простой. Да времени он

 «съел» многовато. Не проще ли вымерить расстояния между городами да механически просчитать экономный маршрут.

-Я не перестаю удивляться Вашей «математической» интуиции! Действительно модели линейной оптимизации и сетевого планирования, как правило, используются для принятия крупномасштабных плановых решений в сложных ситуациях, кроме того эти ситуации независимы от времени (в этом случае говорят, что ситуация статична). Оптимальное решение такой задачи находят лишь на один этап планирования (задача математического программирования здесь называется одноэтапной или одношаговой).

На практике мы живем в «реке времени», процессы, которые необходимо анализировать, изменяются во времени, т.е. являются динамичными. Например, часто необходимо разработать принципы календарного планирования в условиях колеблющегося спроса на продукцию, найти оптимальное распределение капиталовложений, выбрать методы проведения рекламной компании, оптимально распорядиться запасами сырья и т.д. Задачи, моделирующие такие процессы, относятся к задачам динамического программирования и являются многоэтапными или многошаговыми.

Классической задачей, которая демонстрирует преимущества применения принципов динамического программирования, является задача про нахождение кратчайшего (наиболее экономичного и т. п.) пути, например, завоза товара потребителям.

Задача. Имеется схема дорог из п. А в п. В (числа около стрелок обозначают относительную стоимость проезда) :
















Найти самый дешевый маршрут.

Следует отметить, что общей особенностью задач динамического программирования является то, что они сводятся к рекурентным соотношениям, т.е. решения, принимающиеся в данный момент времени, не зависят от решений, принятых в предыдущие моменты.

Интуитивно понятно, например, в нашей задаче, что оптимальный путь из п. 6 в п.10 не зависит от того, каким маршрутом мы попали в п. 6.

Замечательный принцип оптимальности Белмана гласит:

Каково бы ни было состояние системы (процесса) перед очередным шагом, надо выбирать управление на этом шаге так, чтобы выигрыш на данном шаге был максимальным.
Вернемся к анализу нашей задачи. В пункт В (10) мы можем попасть из пунктов 8 и 9, причем стоимость проезда из п. 8 в п. 10 равна 1, а из п. 9 – 4 . Поскольку п. 10 –конечный пункт, положим его «стоимость» равной 0. Расчеты будем заносить в таблицы:

	Предыдущие пункты (Хі-1)
	Стоимость проезда изXi-1вХі
	Следующие

оптимальные

пункты (Хі)
	Минимальная стоимость (f(Xi-1))

	8
	1+0=1
	10
	1(8)

	9
	4+0=4
	10
	4(9)


В пункты 8 и 9 можно попасть из пунктов 5, 6 и 7. Стоимость проезда хорошо видна на схеме, кроме того помним, что «стоимость» п. 8 равна 1, а п. 9 – 4:

	Предыдущие пункты (Хі-1)
	Стоимость проезда изXi-1вХі
	Следующие

оптимальные

пункты (Хі)
	Минимальная стоимость (f(Xi-1))

	
	8
	9
	
	

	5
	7+1=8
	5+4=9
	8
	8(5)

	6
	3+1=4
	4+4=8
	8
	4(6)

	7
	7+1=8
	1+4=5
	9
	5(7)


В пункты 5,6,7 можно попасть из пунктов 2, 3 и 4, причем из п. 2 в п. 7 и из п.4 в п. 5 добраться невозможно, поэтому в таблице в этих клетках прочерки:

	Предыдущие пункты (Хі-1)
	Стоимость проезда изXi-1вХі
	Следующие

оптимальные

пункты (Хі)
	Минимальная стоимость (f(Xi-1))

	
	5
	6
	7
	
	

	2
	10+8=18
	12+4=16
	
	6
	16(2)

	3
	5+8=13
	10+4=14
	7+5=12
	7
	12(3)

	4
	
	15+4=19
	13+5=18
	7
	18(4)


И, наконец, в пункты 2, 3 и 4 мы попадаем из п. 1:

	Предыдущие пункты (Хі-1)
	Стоимость проезда изXi-1вХі
	Следующие

оптимальные

пункты (Хі)
	Минимальная стоимость (f(Xi-1))

	
	2
	3
	4
	
	

	1
	2+16=18
	5+12=17
	1+18=19
	3
	17(3)


Возвращаясь по таблицам к исходной (нужные ячейки выделены), получим следующий оптимальный путь:{1(А)–3-7–9–10(В)},относительная стоимость которого равна 17 единицам.

· А мне вновь кажется, что гораздо проще просто «просчитать»

 возможные варианты, а не «ломать» голову, осваивая какие-то специальные алгоритмы…

· Ну вот, чувствуется, что Вы, милый Александр Николаевич, начали

 «осваивать», по крайней мере, математическую терминологию – алгоритм, который происходит от слова Algorithmi. Так на латинском языке звучало имя хорезмского математика IX столетия аль-Хорезми, трактат которого в средние века был распространен в Европе. Тогда алгоритмом называлось обыкновенное десятичное счисление и искусство счета в этой системе!

· Мне казалось, что алгоритм – это некоторое правило…

· Совершенно верно! Современное определение алгоритма – это

 точное предписание ( по Вашему – правило!) последовательности действий (шагов), преобразующих исходные данные в искомый результат. Но если я могу согласиться с Вашим определением алгоритма, то в отношении рассмотренной задачи, уважаемый, Вы глубоко ошибаетесь! Давайте попробуем определить, сколько вариантов механических расчетов Вам необходимо в этом случае «просчитать». Это опять очевидно на схеме:


Таким образом, Вам надо «перебрать» 14 возможных маршрутов, в каждом из которых необходимо сделать 3 операции сложения, итого имеем 42 операции сложения! По таблицам же мы с Вами сделали 16 операций сложения. Вот и выбирайте!

· Все! Сдаюсь! У меня сложилось ощущение, что я теперь на все

 окружающие меня вещи буду смотреть с «математическим» подозрением: что там за внешним «фасадом», какие математические соотношения определяют эту вещь?!

· И Вы будете правы, как пифагорейцы, считавшие «число сутью  

 вещей». В наше время «прозрение» древних мудрецов находит подтверждение в исследованиях физиков микромира. Исследуя элементарные частицы (в частности, кварки), они пришли к выводу, что их «существование» определяется так называемым «спиновым числом». Более того, пифагорейцы считали, что свойства чисел соответствуют определенным состояниям и свойствам окружающих нас вещей. «Такое-то свойство чисел есть справедливость, а такое-то душа и ум, другое – удача» и т. п. 
Психологическое отступление
Современные психологические исследования утверждают, что конкретная геометрическая фигура (а каждому числу пифагорейцы сопоставляли свою геометрическую фигуру, например, числу «3» – треугольник, числу «4» – квадрат и т.д.)  – это психологический отпечаток некоторых черт личности. На этом, например, построены многие психогеомерические тесты. Одним из таких тестов является психогеометрический тест, разработанный специалистом по социально-психологической подготовке управленческих кадров в США Сьюзеном Делингером. Точность диагностики Вашей психологической характеристики с его помощью достигает 85% . Хотите «опробовать» его на себе?

· Не откажусь !

· Тогда посмотрите на пять фигур, которые я сейчас нарисую:


Выберите из них ту, о которой Вы можете сказать: это Я.  Запишите ее под 

№ 1. Далее проранжируйте оставшиеся фигуры в порядке Вашего предпочтения и присвойте им соответствующий номер.

· У меня получилось так: № 1 – круг; № 2 – квадрат; № 3 –

прямоугольник; № 4 –треугольник; № 5 – зигзаг. 

· Фигура, которая имеет у Вас первый номер, - Ваша основная или

 субъективная форма. Остальные фигуры – это своебразные обертоны Вашего основного голоса, который вместе с ним составляет Ваш неповторимый тембр. Последняя фигура ( № 5) указывает на форму человека, взаимодействие с которым будет представлять для Вас наибольшие трудности. 


Поскольку  я не психолог, а преподаватель математики, то я придерживаюсь высказывания известного английского математика Ч. Бэббеджа : «Заставить человека думать – это значит сделать для него значительно больше, чем снабдить его определенным количеством инструкций». Каждое психологическое свойство имеет две стороны: положительную «+» и отрицательную « ( ». Исходя из характеристики каждой фигуры, Вы без труда составите свой психологический портрет (с вероятностью 85%!).


Круг – считается самой доброжелательной из пяти фигур. Это человек, стремящийся к гармонии, искренне заинтересованный в хороших межличностных отношениях, прирожденный психолог.

	                               «+»
	                              « ( ».

	Эмпатия, сопереживание, сочувствие
	         Недостаточная требовательность

	Умение «читать» людей
	         Нерешительность

	Стремление к согласию
	         Боязнь конфликтов

	Спокойное отношение к обладанию властью
	         Отсутствие здорового честолюбия



Квадрат – преимущественно «левополушарный» мыслитель. 

· Что значит «левополушарный» ?!

· Согласно данным нейропсихологии, функции полушарий коры

 головного мозга асимметричны и латерализованы. Левое (доминантное) полушарие (у правшей) играет существенную роль в мозговой организации всех речевых процессов, а также в осуществлении связанных с речью логического мышления, активной речевой памяти, категориального восприятия, тогда как правое (субдоминантное) полушарие в меньшей степени отвечает за их протекание. Правое полушарие головного мозга в большей степени связано с процессами непосредственного восприятия внешнего мира, а также информации о собственном теле человека, общего восприятия своей личности, наглядно-образного мышления, с эмоциональной сферой. Отражение «правополушарной» работы мозга четко проявляется в психологических особенностях круга. Вернемся к нашему квадрату.

	                             «+»
	                              « ( ».

	Организованный, внимателен к деталям
	Педант, дотошный, мелочный, из-за деревьев не видит леса         

	Трудолюбивый
	 Трудоголик        

	Рациональный, благоразумный
	Излишне осторожный, с бедной фантазией

	Эрудированный

Упорный, настойчивый

Твердый в решениях

Терпеливый

Бережливый
	 «Умник»

  Упрямый 

Консервативный, сопротивляющийся инновациям

Выжидающий,затягивающий решения

Скупой    


    Квадрат стремится к достижению высшего качества в работе.

   Треугольник – тоже представитель «левополушарных», но в отличие

 от квадрата, для него важнее успех, высокое положение, ради которых он может нарушить моральные нормы.

	                               «+»
	                              « ( ».

	Лидер, ведущий за собой, принимающий ответственность на себя
	 Эгоцентричный, эгоистичный        

	Решительный
	Категоричный, не терпящий возражений

	Сконцентрированный
	Безразличный ко всему, не связанному с целью         

	Конкурентный, нацеленный на победу

Уверенный в себе

Честолюбивый

Энергичный
	 Коварный, хитрый        

Самонадеянный

Карьерист

Неудержимый


Из треугольников получаются великолепные менеджеры на самом

высоком уровне, если они сумеют «избежать» «звездной» болезни.


Прямоугольник – это фигура, отражающая состояние перехода личности в какое-либо новое качество. Эту форму могут принимать четыре остальные фигуры в периоды жизни, когда они заняты поиском лучшего положения, изменений. Типичным психическим состоянием прямоугольника, по мнению психологов, является замешательство, запутанность в проблемах в данный момент времени. Считается, что это стадия временна, она пройдет.

	                              «+»
	                              « ( ».

	Любознательность, пытливость
	Неуверенность в себе, изменчивость

	Интерес ко всему происходящему
	 Отсутствие основательности, стабильности        

	Открытость новым идеям, ценностям, способам, подходам в работе
	Чрезмерная доверчивость, внушаемость, наивность

	Смелость
	 Непродуманность, непредсказуемость поступков        



Зигзаг – самая уникальная из пяти фигур, разомкнутая, символизирующая творчество, креативность. Это яркий представитель «правополушарного» мышления. Этой фигуре, как и  кругу, свойственны образность, интуитивность . Зигзаг     склонен к построению целостных, гармоничных конструкций, в которых не всегда проработаны детали (вспомните квадрат!) , но зато видна эстетическая завершенность, гармония.

	                             «+»
	                              « ( ».

	Направленность на создание нового, оригинального, отрицание рутины
	Отсутствие устойчивости, стабильности, неспособность довести дело до конца

	Стремление к творческой свободе
	 Отрицание обязательных правил, форм, фиксированных обязанностей        

	Синтетичность мышления
	Невнимание к необходимым деталям

	Устремленность в будущее, жизнь в мире идей

Большая эмоциональность
	 Потеря чувства реальности, идеализация жизни, непрактичность

Несдержанность, излишняя экспрессивность        


          Вот теперь и попробуйте составить свой психологический портрет, который, надеюсь, поможет в Вашей профессиональной деятельности.

· Я думал, что это сделаете Вы !

· Мне кажется, что наедине с собой, Вы, милый сударь, будете

 откровенней и сможете реальней оценить свои как положительные, так и отрицательные стороны Вашей натуры. «Умствуй и придет!» – повторял  автор первого учебника по арифметике в Российской империи Л. Ф. Магницкий.


Мы устало замолчали. За окном поезда серело. Мы проговорили всю ночь. Вот показались пригородные дома, мы подъезжали к столице.

· Как долго Вы планируете быть в Киеве? – неожиданно спросил

 Александр Николаевич.

· Все зависит от того, как я управлюсь с делами. Надеюсь, не более 2-3 дней.

· Тогда я приглашаю Вас, дорогая учительница, сегодня на ужин.

· Не знаю, получится ли у меня…

· Вы не можете отказаться ! Это минимальная благодарность Вашего

 покорного ученика за ночную математическую феерию !


Согласилась ли я? Ну, это совсем другая история, о которой, возможно, я расскажу в следующий раз…
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Заметим, что сумма чисел, стоящих во второй строке равна единице:
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